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Quan hệ song song – vuông góc là một mảng vô cùng quan trọng trong chương trình hình học không gian nói chung và trong những bài toán có liên quan đến hình chóp nói riêng. Và một trong những ứng dụng quan trọng nhất của quan hệ song song – vuông góc trong việc giải các bài toán hình học không gian cũng như các bài toán có liên quan đến hình chóp là tìm góc và khoảng cách.Ta đến với những bài toán sau:

Bài 1: Cho ((),((()  chéo nhau, có AA( là đường vuông góc chung của (() và

 ((() (A( ( ((() và A ( (()). Gọi (P) là mặt phẳng chứa A và vuông góc với

(((), còn (Q) // (P) cắt (() và ((() lần lượt tại M và M(. Gọi N=ch M/(P). Đặt ( 

= ((,(P)), (MAM( = (, (M(AA( = (. Tìm mối quan hệ  của (,(,(.

Giải :
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* Vì (P) ( ((() và AA( ( (((), A ( (P)

( AA( ( (P)

* AA( // (Q)                    MA( // MN

   M(A( ( (P)           (   M(M // A(N             ( M(MNA(  là hình chữ nhật

   N = ch M/(P)               M(A( ( A(N 

Đặt MN = x. Ta có

  AA(2 = A(M2 – AM2

           = A(N2 + MN2 – (AN2 + MN2)

           = A(N2 – AN2

  ( A(A ( AN

* Dễ dàng thấy được ( = (MAN. Trong mặt phẳng (M(AM), ta có:

  M(M2 = A(A2 + AN2 = M(A2 + MA2 – 2M(A.MA.cos (
  Mà A(A = cot (.x

        AN = cot (.x

        M(A = 
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  ( x2(cot2( + cot2() = x2
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  ( cot2( + cot2( = 2 + cot2( + cot2( - 
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  ( cos ( = sin (.sin 

Bài 2: Cho tứ diện vuông S.ABC. M là một điểm bất thuộc (ABC, I là trung

 điểm AB. Giả sử CA = 2SB, CB = 2SA. Kẻ SE ( CA, SF ( CB. CMR:

a. SC ( EF

b. 
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Giải :
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* Ta có SC2 = BC2 – SB2 = 4SA2 – SB2

             SC2 = AC2 – SA2 = 4SB2 – SA2

  ( SA = SB  ( AC = AB

* SE = 
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  Từ đây ta dễ dàng suy ra: EF // AB mà SC ( (SAB) nên EF ( SC

* Ta có : 
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  Mặt khác: AB = 
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  Lại có: 
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  CS = 
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  Do đó: EF = 
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]
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* Từ (1),(2) suy ra: 
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Bài 3: Trong (P) cho ABCD là hình vuông cạnh a. Lấy M,N ( CB và CD. Đặt 

CM = x, CN = y. Trên At ( (ABCD) lấy S. Tìm x,y để:

a. ((SAM),(SAN)) = 
[image: image26.wmf]4
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b. ((SAM),(SMN)) = 
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Giải :

[image: image1532.wmf]b


a. AM ( SA

    AN ( SA                     ( (MAN = ((SAM),(SAN)) 

    SA = (SAM) ( (SAN) 

  Để ((SAM),(SAN)) = 
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thì ta có:

  cos MAN = 
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  ( 2[a2 + (a – x)2].[a2 + (a – y)2] = [4a2 – 2a(x + y)]2

  ( a4  + a2[2a2 – 2a(x + y) + x2 + y2] + (a2 + x2 – 2ax)(a2 + y2 – 2ay) = 2[2a2 – a(x + y)]2.

  ( a4 + 2a4 – 2a3(x + y) + a4 + a2(x2 + y2) + 4a2xy – 2a3(x + y) + x2y2 – 2axy(x + y) = 8a4 – 8a3(x + y) + 2a2(x2 + y2) + 4a2xy

  ( x2y2 + 4a3(x + y) = 2axy(x + y) +4a4

b. Giả sử (SAM) ( (SMN)

  Dựng NM( ( SM ( M( ( SM). Ta có :
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  ( NM( ( SA

  Mặt khác: SA ( (ABCD) ( SA ( NM

  Do đó: M ( M(
  ( MN ( (SAM)

  ( MN ( AM

  Vậy để (SAM) ( (SMN) thì ta phải có: AM2 

+ MN2 = AN2

  ( a2 + (a – x)2 + x2 + y2 = a2 + (a – y)2

  ( 2x2 = 2ax – 2ay

  ( x2 = a(x – y).

Bài 4: Cho hình chóp S.ABCD có SA ( (ABCD) và SA = a
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. ABCD là hình

 thang vuông tại A, D. AB = 2a, AD = CD = a

  a. Tính góc (S, BC, A) và (A, BS, C)

  b. Tính góc ((SBC),(SCD))

Giải :

* Xét mp (ABCD)

  + Gọi H = ch C/AB

  ( AHCD là hình vuông, (CHB là tam giác vuông cân.

  ( (CAB = 
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p

 hay CA ( CB
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* Từ giả thuyết ta dễ dàng có được: SB = a
[image: image34.wmf]6

, BC = AC = a
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, SD = a
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  ( SC = 2a

  ( SC2 + BC2 = SB2.

  ( SC ( CB

· Do đó: (S, BC, A) = (SCA = 
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  + Gọi K = ch A/SB

             I = ch A/SC
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      AK ( SB

  ( KI ( SB ( (A, SB, C) = (AKI

  Dễ thấy: AI = a

                AK = 
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  ( AI2 + KI2 = a2 + 
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3

a

= 
[image: image42.wmf]2

4

3

a

= AK2

  ( (AKI vuông tại I
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  ( (AKI = 
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* Trong mp (SCD) dựng đường thẳng qua C vuông góc với SC và cắt SD tại E.

  ( 
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  + SE.SD = SC2 ( SE = 
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  ( DE = 
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  ( BE2 = SE2 + SB2 – 2.SE.SB.cos ESB

              =  
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  ( cos ECB = 
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  ( (ECB = arccos 
[image: image55.wmf]6
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Bài 5: Cho (SAB đều và hình vuông ABCD cạnh a nằm trong 2 mặt phẳng 

vuông góc với nhau. Gọi M là trung điểm của AD

a. Tìm d(SA,MC)

b. Gọi (P) là mặt phẳng qua BC và một điểm P bất kì trên SD. Xác định giá trị

 lớn nhất có thể có của góc nhị diện giữa (P) và (ABCD), biết thiết diện giữa 

(P) và hình chóp là hình thang

Giải :

[image: image1534.wmf]¥


Gọi O là trung điểm của AB 

( SO ( AB

Mà 


(SAB) ( (ABCD) = AB

( SO ( (ABCD)

( SO ( BC mà BC ( AB

( BC ( (SAB)

a. Gọi E là trung điểm của BC 

( AE = MC = SE = 
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AM = EC = 
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( AMCE là hình bình hành

( MC // AE

( ((MC,SA) = ((AE,SA)

( cos (MC,SA) = 
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( sin (MC,SA) = 
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Ta có: VS.AMC = 
[image: image62.wmf]1

3

SO.SAMC = 
[image: image63.wmf]1

6

SO.DC.MA = 
[image: image64.wmf]13

...

622

aa

a

 = 
[image: image65.wmf]3

3

24

a


Mặt khác: 
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+ Thiết diện giữa (P) và hình chóp là hình thang.

Dựng PQ // AD (Q ( SA) 

( PQ // BC

Dễ thấy PQBC là thiết diện của (P) với hình chóp S.ABCD

+ Trong mặt phẳng (SAB) dựng QQ( // SO 

( QQ( ( (ABCD)

Dựng PP( ( (ABCD) (P( ( (ABCD))

( (P(Q(BC) = ch (PQBC)/(ABCD)

+ Ta có: (OAD) = ch (SAD)/(ABCD)

( P( ( OD, Q( ( OA

+ Đặt SP = x (0 ( x ( SD = 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image82.wmf]22
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( QQ( = 
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( cos ((P),(ABCD)) = 
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Đặt f(x) = 
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Xét f((x) = 
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Vậy max f(x) = 2                 min f(x) = 1

Bài 6: Cho hình chóp tam giác S.ABC đều có đáy là tam giác đều cạnh a. Gọi 
[image: image97.wmf]a

 là góc giữa mặt bên và mặt đáy và 
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 là góc giữa hai mặt bên.

Tìm mối quan hệ giữa 
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 và 
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Giải:

+ Gọi I là trung điểm của BC . 
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(  Do BJ = JC mà I trung điểm BC nên 
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+ Gọi H = ch 
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 H là tâm của 
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Bài 7: Cho hình chóp tứ giác đều có đáy là hình vuông ABCD cạnh a, đường

 cao SH = h. Cho mặt phẳng (P) qua BD và vuông góc với mặt phẳng (SCD).

 Tính tỉ lện thể tích hai khối đa diện được chia bởi 
[image: image119.wmf]j

 với 
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 là góc giữa hai mặt

 bên và mặt đáy
Giải:
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+ Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AD và BC.
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+ Gọi V =VS.ABCD, V1 = VC.EBD , V2 là phần còn lại.

Xét : 
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Suy ra: 
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Bài 8: Cho (P) có chứa hình chữ nhật ABCD với AB = a, BC = b. Trên đường

 thẳng vuông góc với mặt phẳng (ABCD) tại trung điểm O của AB lấy điểm S

 sao cho SO = ab. Trên BC lấy BM = x, trên CD lấy DN = y 
[image: image131.wmf](MBC,NCD)
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Tìm mối quan hệ giữa x, y, a, b sao cho:
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2) P là trung điểm của SM, Q là trung điểm của ON. Tìm điều kiện để 

PQ = d(SM, ON)

Giải:

1) a. Giả sử ta có : 
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Ta có : 
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Mặt khác: SO
[image: image138.wmf](
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Do đó: M
[image: image139.wmf]º
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Vậy để 
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Ta có BM = x
[image: image143.wmf]Þ

CM = b – x

DN = y
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Vậy theo (1) ta có :
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Vậy điều kiện để (SOM) và (SMN) vuông góc là :
[image: image147.wmf]22
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b) lập luận như trên ta có điều kiện để (SON)
[image: image148.wmf]^

(SMN) là ON
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2) PQ = d(SM, ON) 
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Ta có :
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Từ (1) ta có : 

[image: image153.wmf](
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Vậy điều kiện để PQ là khoảng cách giữa ON và SM là :
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Bài 9 :Cho hình chóp S.ABCD với đáy ABCD là hình vuông cạnh a và đường cao SA = 
[image: image155.wmf]a6

2

. Gọi (P) là mặt phẳng qua A và vuông góc với SC, cắt các cạnh SC, SB, SD lần lượt tại C’, B’, D’. 

Tính góc giữa C’D’ và AD

Giải :

+Gọi 
[image: image156.wmf]EC'D'CDC'ESC
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   Dựng DK
[image: image157.wmf]^
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   Mà ta có
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       Từ (1) : C’E = 
[image: image167.wmf]22

22

2143

aaa

SD.CC'CC'SAAD235

72

a

CDCDa7

+

+

===


        
[image: image168.wmf]2222
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     ( cos SCA = 
[image: image169.wmf]ACa227
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+ cos ADK
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Bài 10: Cho hình chóp S.ABCD với ABCD là hình thoi cạnh a có 


[image: image173.wmf]o
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. Gọi O là giao điểm của AC và BD , biết SO 
[image: image174.wmf]^

 (ABCD) 

và SO = 
[image: image175.wmf]3

a

4

.

a. Xác định và tính khoảng cách giữa SB, AD. 

b. Tính góc giữa (SBC) và (SAD).

Giải :

a. Qua O dựng đường thẳng d 
[image: image176.wmf]^

 AD và cắt AD, BC lần lượt tại I,J.


+ Dựng IH 
[image: image177.wmf]^

 SJ (
[image: image178.wmf]HSJ
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        ( 
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[image: image180.wmf]IHBC
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        ( AD // BC 
[image: image182.wmf]IHAD
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Vậy IH = d(AD,SB)

     Dễ thấy OI = OJ =
[image: image183.wmf]3
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4

. Dựng F là hình chiếu của O trên SJ , ta dễ dàng suy ra được : OF = 
[image: image184.wmf]3
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      Suy ra : IH = 2.OF = 
[image: image185.wmf]3
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b. Qua S dựng đường thẳng d // AD // BC, d = 
[image: image186.wmf](
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     Ta dễ dàng có được:



( IJ = 2.OI = 
[image: image188.wmf]3
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[image: image190.wmf]SIJ
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      Vậy góc giữa (SAD) và (SBC) là 
[image: image192.wmf]o
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Nhận xét : Ở bài toán này, để tính độ dài khoảng cách giữa hai đoạn AD và SB 

ta còn có thể làm như sau :

+ 
[image: image193.wmf]o
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    Suy ra : VS.ABD =  
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+ Mặt khác :


    VS.ABD = 
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   Trong đó:



( SB = 
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( SC = 
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( AD // BC 
[image: image201.wmf]Þ
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    Suy ra: VS.ABD = 
[image: image204.wmf]2
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+ Từ (1) và (2) ta suy ra được : d(AD,SB) = 
[image: image205.wmf]3
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Bài toán không khó, nó chỉ xoay quanh những phạm vi kiến thức cơ bản và chỉ đòi hỏi mức độ nắm vững kiến thức của chúng ta và sự linh hoạt trong việc biến đổi biểu thức 

Bài 11: Cho hình chóp S.ABC, đáy là tam giác vuông tại A. AB = a, BC = 2a.

Dựng SH vuông góc với (ABC) tại H sao cho 
[image: image206.wmf]CA6
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33
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. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của BC, SA. Gọi 
[image: image207.wmf]()

b

là mặt phẳng qua BJ và vuông góc 

với mặt phẳng (SHI).

Tính góc giữa 
[image: image208.wmf]()

b

 và (ABC).

Giải:

+ Dễ thấy CA = a
[image: image209.wmf]3

 và 
[image: image210.wmf]o
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Gọi K là trung điểm của AH

Suy ra : AK
[image: image211.wmf]o
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      (1)

+ Gọi N là trung điểm của SI. Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác ICS và 

ba điểm B, N, M ta có :
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   Gọi T là giao điểm của MJ và AC. Áp dụng định lí Menelaus cho tam giác ACS và ba điểm T, M, J ta có :


[image: image213.wmf]TAMCJSMS
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         Do đó: A là trung điểm của TC. 

         Suy ra :
[image: image214.wmf]D

BTC cân tại T 
[image: image215.wmf]o
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.           (2)

    Từ (1) và (2) ta có : 
[image: image216.wmf]BKTB
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             (3)

+ Mặt khác , ta thấy  H là hình chiếu của S trên (ABC) , do đó AH là hình 

chiếu của SA trên (ABC) . 

          Mà J, K lần lượt là trung điểm cùa SA và AH.

    Nên K là hình chiếu của J trên (ABC) 
[image: image217.wmf]Þ

 
[image: image218.wmf]JKTB
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+ Từ (3) và (4) ta được : (JBK) 
[image: image219.wmf]^

 TB
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    Ta dễ dàng tính được : 
[image: image221.wmf]6236
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[image: image222.wmf]Þ

  cos JBK = 
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Bài 12 : Cho hình chóp C. ABB’A’ với đáy  ABB’A’ là hình chữ nhật . Biết

 AA’ và BB’ cùng vuông góc với (ABC), dựng đường vuông góc chung của 

A’B và B’C.

Giải :

Trong mặt phẳng (ABB’A’) kẻ đường thẳng qua B’, song song với A’B và cắt

 AB tại D.

Từ B kẻ BK
[image: image224.wmf]^

CD (
[image: image225.wmf]KCD
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).

Từ B kẻ BH
[image: image226.wmf]^

B’K  (
[image: image227.wmf]HB'K
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).

Từ H kẻ đường thẳng song song với A’B và cắt CB’ tại J.

Từ J kẻ đường thẳng song song với BH và cắt A’B tại I

Ta có :
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Mà DB’ // A’B nên BH 
[image: image229.wmf]^

 A’B

Mặt khác IJ // BH nên 
[image: image230.wmf]BHB'C
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Vậy IJ là đường vuông góc chung mà ta cần dựng.

Bài 13 : Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là nửa hình lục giác đều cạnh 

a, đường cao SA = a. Dựng đường vuông góc chung của BD, SC ; xác định 

chân đường vuông góc trên các cạnh SC và BD.Tính độ dài đoạn vuông góc 

chung đó.

Giải :

Qua C kẻ đường thẳng song song với BD và cắt AB và AD lần lượt tại K và E.

Kẻ BH
[image: image231.wmf]^

SK 
[image: image232.wmf](

)

HSK

Î

. Từ H kẻ đường thẳng song song với BD cắt SC tại J, từ 

J kẻ đường thẳng song song với BH và cắt BD tại I.

+ Do ABCD là nửa hình lục giác đều cạnh a nên BD
[image: image233.wmf]^
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[image: image236.wmf]IJ(SKE)IJSC
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Vậy IJ là đường vuông góc chung của SC và BD.

Dễ thấy : 
[image: image237.wmf]22
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Lại có tứ giác SABH nội tiếp. Do đó   KH.KS = KB.KA


[image: image238.wmf]KB.KA3a13
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Vậy 
[image: image239.wmf]3a13
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Suy ra : 
[image: image240.wmf]CJ3
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   (do HJ // KC). Điểm J được xác định trên CS

Ta lại có: 
[image: image241.wmf]10105a3
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Vì BI = HJ nên 
[image: image242.wmf]5a3
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. Điểm I được xác định trên BD 

+Ta có:
[image: image243.wmf]113
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( BH // IJ , HJ // BI 
[image: image244.wmf]Þ

 HJIB là hình bình hành )


BÀI TẬP TỰ LUYỆN

BT1/ Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông, mp(SAB)
[image: image245.wmf]^

mp(ABCD), 

tam giác SAB đều. Tính góc giữa các cặp mặt phẳng sau:

a/ (SAB) và (SAD);

b/ (SAD) và (SBC);

c/ (SHC) và (SDI), với H, I lần lượt là trung điểm của AB và BC.

BT2/ Cho tứ diện ABCD, hai mp(SAB) và (SBC) vuông góc với nhau, SA 

vuông góc mp(ABC). Cho
[image: image246.wmf]a
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. Xác định 
[image: image247.wmf]a

để 

mp(SCA) và mp(SCB) tạo với nhau góc 600.

BT3/ Trong mặt phẳng (P), cho hình thoi ABCD cạnh a, 
[image: image248.wmf]3

6
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a
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. Trên đường thẳng vuông góc với (P) tại giao điểm O của hai đường chéo hình thoi, 

lấy điểm S sao cho SO = a. Chứng minh rằng mp(SAB) vuông góc với 

mp(SAD).

BT4/ Trong mp(P) cho hình thang cân ABCD có AB=2a, CD=a, BC=AD=a. 

Trên đường thẳng vuông góc với (P) tại trung điểm M của AB, lấy S: SM=a.

a/ Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD.

b/ Tính góc giữa SM với mp(SCD).

BT5/ Cho ABC là tam giác vuông ở C, AC = a, BC = b. Trên đường thẳng 

vuông góc với (ABC) tại A lấy điểm S sao cho SA = h. Gọi M, N lần lượt là 

trung điểm của các cạnh AC và SB. Tìm giá nhỏ nhất của MN khi h thay đổi.

BT6/ Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi, góc BAC bằng 1200, AC = b,

 BC = a, cạnh SA vuông góc với đáy, góc giữa mp(SBC) và mặt phẳng đáy là 

600. Tính:

a/ Đường cao của hình chóp. 

b/ Khoảng cách từ A đến mp(SBC).

BT7/ Cho hình chóp S.ABC, đáy là tam giác vuông tại C, AC = x, AB = 2a, 

đường cao SA = h (h cho trước và nhỏ hơn 2a). Gọi I và J lần lượt là trung 

điểm AC và SB. Xác định x theo a để IJ là đường vuông góc chung của AC và 

SB. Khi đó hãy tính khoảng cách từ A đến (SBC).

BT8/ Cho tam giác đều ABC cạnh a. Trên đường thẳng At vuông góc với 

mp(ABC) lấy điểm S sao cho AS = b. 

a/ Tính khoảng cách từ A đến (SBC) theo a, b.

b/ Hz là đường thẳng đi qua trực tâm H của tam giác SBC và vuông góc với 

(SBC). Chứng minh rằng khi S di động trên At thì Hz luôn đi điểm cố định.

NHỮNG BÀI TOÁN VỀ THIẾT DIỆN TRONG HÌNH CHÓP

[image: image1536.wmf]W


Bài 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. M là trung điểm của SC, (P) là mặt phẳng qua AM và song song với BD. Gọi E, F lần lượt là giao điểm của (P) với các cạnh SB, SD. Tìm tỉ số diện tích của tam giác SME với tam giác SBC và tỉ số diện tích tam giác SMF với tam giác SCD.

Giải:

[image: image249.wmf]F
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- Tỉ số diện tích tam giác SME với tam giác SBC:

+ Gọi H, K lần lượt là hình chiếu của M, C lên SB.

+ 
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+ Áp dụng định lí Menelaus vào tam giác SOC với bộ điểm (I, A, M):
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· Tương tự, 
[image: image253.wmf]1
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Bài 2: Cho hình chóp S.ABC có điểm M nằm trong tam giác ABC. Các đường thẳng qua M lần lượt song song SA, SB, SC cắt các mp(SBC), (SAC), (SAB) tại A’, B’, C’. Chứng minh rằng 
[image: image254.wmf].
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Giải:

[image: image1537.wmf]-¥


-Gọi N là giao điểm của AM và BC. Suy ra, S, A’, N thẳng hàng. (Do cùng thuộc giao tuyến của mp(SAM) với (SBC)).

- Ta chứng minh: 
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- Tương tự:
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Bài 3: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình thoi với các đường chéo AC = 4a, BD = 2a, chúng cắt nhau tại O. Đường cao của hình chóp SO = h. Dựng mặt phẳng qua A và vuông góc với SC cắt SB, SC, SD lần lượt tại B’, C’, D’. Xác định h để thiết diện B’C’D’ là tam giác đều.

Giải:
Để mp(B’C’D’) chính là thiết diện cần[image: image1539.wmf]+¥

 dựng ta cần có C’ thuộc đoạn thẳng SC,

 khi đó 
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Thật vậy, nếu OC = SO thì 
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Nghĩa là 
[image: image263.wmf]ASC
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là góc tù, trái với kết luận trên. 
Từ đó OC < SO hay 2a < h.

   
Trong mp(ABCD) từ A kẻ
 đường thẳng song song với BD, đường thẳng này cắt BC kéo dài tại B1, 
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thuộc giao tuyến của mp(
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) và mp(SBC), nên chúng thẳng hàng.
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Vì AC = 2OC và AB1 // OB, nênAB1 = 2OB = 2a. 

Nếu AB’C’D’ đều thì 
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2

3

2

3

2

'

30

'

'

1

1

0

a

AB

AB

AC

B

EC

=

=

=

Þ

=

Ð

 . Suy ra :


[image: image269.wmf]SO

a

h

h

a

h

h

a

ah

a

=

=

Û

+

=

Û

+

=

3

2

4

2

3

4

4

3

2

2

2

2

2


Do đó 
[image: image270.wmf]SAC
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 đều và C’ là trung điểm SC. 

Dễ dàng kiểm tra lại nếu 
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 thì thiết diện B’C’D’ là tam giác đều.
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Giải:

a) Vì SAC là tam giác cân SA = SC nên C’ thuộc đoạn SC khi và chỉ khi
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Vì vậy khi 
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 thì mp(
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)  cắt SC tại C’ là một điểm thuộc cạnh SC.
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Ta có 
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Do đó 
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Diện tích thiết diện là:
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 EMBED Equation.3  [image: image288.wmf])

2

(

2

)

2

(

2

2

2

2

2

h

a

h

a

h

a

+

-

=


Hơn nữa 
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b) Vì BD song song với mp(
[image: image291.wmf]a

) nên mp(
[image: image292.wmf]a

) 

cắt mp(ABCD) theo giao tuyến đi qua A và //BD, 

giao tuyến đó cắt CB tại B1, cắt CD 
tại D1. Hiển nhiên C’, B’, B1 thẳng 
hàng và C’, D, D1 cũng thẳng hàng.

Do B’D’//B1D1, BD//B1D1 nên 
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Ta lại có trong 
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 thì AC’ < AC . Từ đó mỗi tam giác vuông C’AB1 và

 C’AD1 có :
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Vì vậy tam giác B’C’D’ luôn có góc 
[image: image302.wmf]'
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+ Nhận xét: 

Trong phần định dạng thiết diện ở bài toán này ta rất có thể sẽ nhầm lẫn với trường hợp của bài toán 17 khi ngộ nhận rằng thiết diện dựng được vẫn có thể xảy ra trường hợp tam giác B’C’D’ đều. Nguyên nhân là do sự khác biệt về hình dạng mặt đáy của khối chóp (giữa hình thoi và hình vuông tuy có nhiều nét tương đồng nhưng khi vẽ hình, đặc biệt là khi có những mặt phẳng cắt ngang khối chóp thì mỗi loại sẽ định hướng nét vẽ cũng như hình dạng thiết diện theo những cách khác nhau. Ta chỉ có thể thông qua chứng minh mà kết luận chứ không nên nhận định vội vàng).
Bài 5: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Mặt phẳng (P) cắt các đoạn SA, SB, SC, SD lần lượt tại A’, B’, C’, D’. Chứng minh rằng tứ giác A’B’C’D’ là hình bình hành khi và chỉ khi mp(P) song song với mp(ABCD).

Giải:

- Giả sử (P) //(ABCD): Khi đó mp(P) và (ABCD) bị mp(SAB) cắt theo hai giao

 tuyến A’B’ và AB song song. Tương tự, C’D’//CD, B’C’//BC, A’D’//AD
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A’B’//C’D’ và A’D’//B’C’
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A’B’C’D’ là hình bình hành.
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- Giả sử A’B’C’D’ là hbh:

+ Ta có: 
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+ Mặt khác: 
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Do đó, A’B’// AB
[image: image308.wmf]Þ

 A’B’//(ABCD). (1)

+ Tương tự, A’D’//(ABCD). (2)

Từ (1), (2) suy ra (P) //(ABCD).

( Câu hỏi đặt ra ở đây là nếu như mặt đáy hình chóp không phải là hình bình hành mà mang một hình dạng bất kì thì làm thế nào để dựng được thiết diện A’B’C’D’ của bài toán là hình bình hành?

Bài 6: Cho hình chóp S.ABCD, mp(P) cắt các cạnh SA, SB, SC, SD lần lượt tại A’, B’, C’, D’. Tìm điều kiện của mp(P) để A’B’C’D’ là hình bình hành.

Giải:

+A’B’C’D’ là hbh
[image: image309.wmf]Û
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(Định lí về giao tuyến của 3 mặt phẳng).

+ Tương tự, SF//(P).

[image: image1542.wmf]D


Vậy nếu (P)//SE và (P)//SF thì A’B’C’D’ là hbh.

Bài 7: Cho tứ diện ABCD có AB=CD. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của BC, BD; E là điểm thuộc AD khác Avà D.Tìm vị trí của E để thiết diện tứ diện khi cắt bởi mp(JEI) là hình thoi.

Giải:

[image: image1543.wmf]γ


- Có IJ là đường trung bình của tam giác BCD.

 Do đó, IJ//CD 
[image: image313.wmf]Þ

CD//mp(IJEF)
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 EF đồng phẳng).

- Do đó, thiết diện là hình thang. Để thiết diện là hình

 thoi thì 
[image: image315.wmf]Þ

î

í

ì

=

=

JE

EF

JI

EF

E là trung điểm của AD.

· Ngược lại, khi E là trung điểm của AD thì

·  
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[image: image317.wmf]Þ

IJEF là hình thoi.
Bài 8: Trong mp(P) cho đường tròn (O), đường kính AB = 2R. Lấy một điểm C trên đoạn

 AB, đặt 
[image: image318.wmf])
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. Một đường thẳng đi qua C cắt đường tròn tại 2 điểm K, L.

 Trên đường thẳng vuông góc với mp(P) tại A, lấy điểm S sao cho SA = h. Một mp(
[image: image319.wmf]a

) đi

 qua A và vuông góc SB.

a) Hãy xác định thiết diện của hình chóp S.AKBL và mp(
[image: image320.wmf]a

). Thiết diện đó có đặc 

điểm gì?

b) Giả sử mp(
[image: image321.wmf]a

)  lần lượt cắt SB, SC, SK. SL tại B’, C’, K’, L’. Đường thẳng KL

c)  phải thoả mãn điều kiện gì để C’ là trung điểm K’L’?

d) Tìm điều kiện đối với KL để thiết diện AK’B’L’ là hình vuông.

Giải: 

a) Trong mp(SAB) kẻ 
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. Trong mp(SAK) kẻ 
[image: image323.wmf].
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Gọi C’ là giao điểm của SC và AB’. Trong mp(SKL) nối K’ với C’. K’C’ kéo dài cắt SL

 tại L’. Do đó thiết diện tạo bởi hình chóp S.AKBL và mp(
[image: image324.wmf]a

) là miền tứ giác AK’B’L’

 và theo chứng minh trên thì tứ giác này nội tiếp.

b) Đường tròn ngoại tiếp tứ giác AK’B’L’ nhận AB làm đường kính. Do đó C’ 

c) muốn là trung điểm K’L’ khi và chỉ khi K’L’ thoả mãn một trong hai điều kiện:
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Đk1 : 
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Trong các tam giác vuông SAK và SAL, ta có:
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Ngược lại, giả sử :
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Đk2 : C’ là trung điểm AB’.

Giả sử AC’ = C’B’. Trong mp(SAB) kẻ 
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Ta có : 
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Mặt khác 
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Ngược lại, giả sử: 
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c) Diện tích thiết diện AK’B’L’ là: 
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Trong đó 
[image: image336.wmf]a

là góc giữa đường thẳng AB’ và K’L’. VÌ AB’ là đường
 kính cố định của đường tròn ngoại tiếp tứ giác AK’B’L’, còn K’L’ là dây cung 
của đường tròn đó nên Std lớn nhất khi và chỉ khi K’L’=AB và 
[image: image337.wmf]0

90

=

a

, hay nói 
cách khác khi AK’B’L’ là hình vuông. Điều đó xảy ra khi C’ là trung điểm AB’ và 
[image: image338.wmf].
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Bài 9: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, mặt bên SAB là tam giác vuông tại A. Với điểm M bất kì thuộc cạnh AD (M≠ A,D), xét mp(α) đi qua điểm M và song song với SA, CD.

a) Thiết diện của hình chóp khi cắt mp(α) là hình gì?

b) Tính diện tích thiết diện theo a, b; AB=a, SA=b, M là trung điểm của AD.

Giải:

[image: image1545.wmf]a


a) Thiết diện là tứ giác MNPQ. Do CD // (α), SA // (α) nên MN//PQ//CD, MQ//SA mà

 
[image: image339.wmf]BA
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 EMBED Equation.3  [image: image340.wmf]Þ

 thiết diện là hình thang MNPQ vuông tại M.

b) Khi M là trung điểm AD, ta được:
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Vậy 
[image: image342.wmf]().3
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Bài 10: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a. Mặt bên SAB là tam giác cân tại S và mp(SAB) 
[image: image343.wmf]^

mp(ABCD), cạnh bên SC tạo với mặt phẳng đáy góc 
[image: image344.wmf]a

. Tính diện tích thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phẳng trung trực của cạnh BC.

Giải:

[image: image1546.wmf]α


- Gọi H là trung điểm của BA thì 
[image: image345.wmf])
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- Gọi K là trung điểm của CD.

- Gọi M, E, N, P, F, Q lần lượt là giao điểm của mặt phẳng trung trực (R) của BC với các

 cạnh BC, HK, AD, SD, SK, SC. Do đó thiết diện là tứ giác MNPQ.

- Ta có: 


[image: image346.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

^

Þ

ï

î

ï

í

ì

Þ

Þ

ï

î

ï

í

ì

^

^

^

2

CD

PQ

 

,

MN

//

PQ

2

SH

EF

 

,

MN

EF

CD

//

PQ

CD

//

MN

SH

//

EF

)

R

//(

CD

),

R

//(

SH

BC

)

R

(

BC

CD

BC

SH



[image: image347.wmf]Þ

 Thiết diện là hình thang MNPQ có đường cao EF.
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- Mặt khác, 
[image: image349.wmf]a
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Vậy 
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Bài 11: Cho hình chóp S.ABCD đáy là hình vuông cạnh a, SA
[image: image351.wmf]^

mp(ABCD)  và SA=a. Gọi (α) là mp qua A và vuông góc với SC cắt SB, SD lần lượt tại B1, D1. Tính diện tích thiết diện của hình chóp tạo bởi mp(α).

Giải:

[image: image352.wmf]D
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- Giả sử B1D1 cắt BD, khi đó ta có:

+ 
[image: image353.wmf]SD
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+ Mặt khác, 
[image: image354.wmf]SD
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Suy ra vô lí (do trong một tam giác không thể tồn tại hai cặp cạnh vuông góc).

- Do đó, B1D1//BD. Mà 
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- Có 
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Tương tự, 
[image: image358.wmf]SD
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- Do tam giác SAB vuông cân tại A, AB1là đường cao nên B1 là trung điểm của SB
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- Xét tam giác SAC vuông tại A, đường cao AD1:
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Vậy 
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Bài 12: Cho hình chóp A.BCD có đáy là tam giác đều cạnh a, AB= 
[image: image362.wmf]2

a

. Đường cao của hình chóp kẻ từ đỉnh A đi qua trung điểm H của cạnh CD. Tính diện tích thiết diện hình chóp khi cắt bởi mp(P) song song với AB, CD và cách đỉnh B một khoảng bằng x.

Giải:

[image: image1547.wmf]a


- Gọi (P) cắt các cạnh AC, AD, DB, BC, HB, AH lần lượt tại P, Q, R, S, I, J. Ta có:
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 Thiết diện PQRS là hình bình hành.

- Mặt khác, 
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- Có: 
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· Mà: 
[image: image367.wmf]15

a

2

x

4

2

3

a

.

4

a

3

a

2

2

ax

HB

.

HB

AB

2

ax

AB

HB

.

HA

x

HE

IK

BH

BI

CD

SR

2

2

2

2

=

-

=

-

=

=

=

=

 

Suy ra, 
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- Và: 
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Vậy: 
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Bài 13: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều, SA=SB=SC=a và cùng tạo với mặt phẳng (ABC) góc 600. Một mặt phẳng (P) song song với SA, BC và cắt hình chóp theo thiết diện là hình vuông. Tính diện tích thiết diện.

Giải:

- Giả sử H là tâm của tam giác đều ABC, suy ra SH là trục của tam giác ABC. Suy ra 
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- Gọi cạnh của hình vuông MNPQ là x, A’ là trung điểm của BC.

- Ta có:
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- Mà ta lại có: 
[image: image375.wmf]3333a
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Suy ra: 
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Do đó:  
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Vậy 
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Bài 14: Cho tứ diện đều ABCD có độ dài cạnh là 6. N là trung điểm của AC; M, P lần lượt thuộc đoạn AB, CD sao cho: 
[image: image379.wmf]2
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. Tính diện tích thiết diện của tứ diện khi tạo bởi mặt phẳng (MNP).

Giải:
[image: image380.wmf]
- Gọi 
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 EMBED Equation.3  [image: image382.wmf]Þ

Nên thiết diện là tứ giác MNPQ.

- Áp dụng định lí Menelaus vào tam giác BCA với bộ điểm (R, N, M) thẳng hàng, ta

 được: 
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- Áp dụng định lí Menelaus vào tam giác CBD với bộ điểm (R, P, Q) thẳng hàng, ta được

:
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 EMBED Equation.3  [image: image387.wmf]4
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-Ta được: 
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-Có: 
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- Áp dụng định lí cosin vào các tam giác RNC, RNP, NPC ta được:
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Vậy theo công thức Hêrông ta được: 
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Vây diện tích thiết diện là: 
[image: image393.wmf]1
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Bài 15 : Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, cạnh đáy là a, mặt bên hợp với mặt đáy một góc 
[image: image394.wmf]a

 . Tính diện tích thiết diện tạo bởi hình chóp và mặt phằng (R), trong đó mặt phẳng (R) đi qua một cạnh đáy và hợp với mặt đáy một góc 
[image: image395.wmf]b

.

Giải: 

[image: image1549.wmf]2

j


Vì S.ABCD là hình chóp đều nên đáy ABCD là hình vuông, chân đường cao của hình 

chóp là tâm O của đáy, và các mặt bên hợp với mặt đáy một góc 
[image: image396.wmf]a

.

 Gọi (R) là mặt phẳng đi qua cạnh CD, hợp với mặt đáy một góc 
[image: image397.wmf]b

.

       E, F lần lượt là trung điểm cạnh đáy AB, CD

 => EF hiển nhiên qua tâm O và vuông góc với AB, CD (do 
[image: image398.wmf]F//BC

E

).

Ta có 
[image: image399.wmf]a

=

Ð

^

Þ

=

SEO

AB

SE

SB

SA

,

 

Trong mp(SEF) kẻ 
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 sao cho KF hợp với EF một góc 
[image: image401.wmf]b
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Vì 
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 là góc giữa mp(R) và mặt đáy (ABCD).

Do 
[image: image403.wmf]î

í

ì

Þ

þ

ý

ü

=

Ç

CD

QP

AB

QP

QP

SAB

R

SAB

mp

CD

//

//

)

(

)

(

)

(

//


Lại có hình chóp S.ABCD đều nên thiết diện dựng được là miền tứ giác PQCD dạng hình

 thang cân. 

Ta có 
[image: image404.wmf]2
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  Trong 
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, theo định lý hàm số sin 
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  Trong 
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Lại có 
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 EMBED Equation.3  [image: image411.wmf].Do đó 
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Suy ra 
[image: image413.wmf])
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Đến đây thì việc giải bài toán sau trở nên đơn giản hơn rất nhiều: 

[image: image1550.wmf]1

j

    Bài toán : Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, cạnh đáy là a, các mặt bên hợp với đáy một góc 
[image: image414.wmf]j

 . Mặt phân giác (
[image: image415.wmf]a

) của góc nhị diện cạnh BC cắt SD tại M, cắt SA tại N. Hãy tính thể tích của hình chóp S.BCMN theo 
[image: image416.wmf]j

,

a

.

 Bài 16:  Cho tứ diện ABCD trong đó góc giữa hai đường thẳng AB và CD là
[image: image417.wmf]a

. Gọi M là điểm bất kì thuộc cạnh AC, đặt AM = x ( 0< x < AC). Xét mp(P) đi qua M và song song với AB, CD.

a) Dựng thiết diện và xác định vị trí điểm M để diện tích thiếc diện của tứ diện ABCD khi cắt bởi mp(P) đạt giá trị lớn nhất.

b) Chu vi thiết diện nói trên không phụ thuộc vào x khi và chỉ khi nào?

Giải:
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a)
- Dựng 
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  Vậy thiết diện là hình bình hành MNPQ.

  - Diện tích thiết diện MNPQ (H là hình chiếu M lên NP):
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Do đó:

Smax = 
[image: image420.wmf]4
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 EMBED Equation.3  [image: image421.wmf]MA
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 hay M là trung điểm của AC.

b) Chu vi thiết diện nêu trên bằng:
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Chu vi thiết diện không phụ thuộc vào x khi và chỉ khi 
[image: image423.wmf]0
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, hay CD=AB.

Bài 17 : Cho tứ diện ABCD có AC = AD = BC = BD = a, AB = 2m, CD = 2n. Tìm vị trí đoạn vuông góc chung  IJ của hai cạnh đối nhau AB, CD. Một mp(
[image: image424.wmf]a

) vuông góc với IJ tại O sao cho 
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. Xác định thiết diện của tứ diện với mp(
[image: image426.wmf]a

). Tính diện tích S(x) của thiết diện. Đồng thời, xác định vị trí điểm O để thiết diện có diện tích lớn nhất.

Giải :
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Gọi I, J lần lượt là trung điểm của cạnh AB và CD. 

Từ giả thiết AC = AD = BC = BD = a suy ra : 
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Mp(
[image: image429.wmf]a

) vuông góc với IJ tại O nên mặt phẳng này song song với AB, CD. Từ đó

 suy ra cách xác định thiết diện như sau :

   Trong mp(ABJ) từ O kẻ 
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   Trong mp(ACD) từ E kẻ 
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   Trong mp(BCD) từ F kẻ 
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Hiển nhiên M, N, P, Q đều thuộc mp(
[image: image433.wmf]a

). Do đó thiết diện chính là hình chữ nhật MNPQ

 dựng được.

Ta có 
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. Suy ra diện tích thiết diện:
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Vì vậy max 
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Bài 18: Cho hình chóp S.ABCD đáy là hình thang vuông, đường cao AB=a, cạnh đáy nhỏ BC=a và 
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a) Tính số đo góc nhị diện cạnh SD

b) Trên cạnh AB lấy điểm M, đặt 
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 . Mặt phẳng qua A và song song mp(SBC) cắt CD, SD, SA lần lượt tại N, P, Q. Tính 
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a) Gọi I là trung điểm AD
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Gọi J là trung điểm SD 
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b) Thiết diện MNPQ // mp(SBC)
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Thiết diện là hình thang vuông, đường cao MQ 
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   Trong 
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Gọi E là giao điểm giữa MN với CI, khi đó
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Bài 19: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD cạnh bên và cạnh đáy đều bằng a. Gọi M, N, P là trung điểm của AB, AD, SC.

a) Dựng thiết diện tạo bởi mp (MNP).

b) Tìm diện tích thiết diện.

Giải:
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- Gọi E, F, R, Q lần lượt là giao điểm của MN với CD, MN với BC, SB với PF, của SD

 PE. Suy ra thiết diện là ngũ giác MNQPR.

-Tacó: 
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- Ta có: 
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- Dễ thấy 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image468.wmf]SS2S
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- Gọi J là hình chiếu của P trên AC 
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- Gọi K=hcQ/NE. Suy ra:
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 ( Cách khác: Chiếu vuông góc ngũ giác MNQPR lên mặt phẳng đáy. Ta có góc giữa

 mặt phẳng thiết diện với mp đáy là 
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 ( Vẫn còn có thể khai thác thêm bài toán này nếu chúng ta chú ý thêm về mối quan hệ

 thể tích giữa các khối hình:

 Ta có 
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Áp dụng định lí Menelaus với bộ 3 điểm (D, S, Q) trong 
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( với V2 là thể tích phần khối chóp giưới hạn bởi mp(MNP) và mặt đáy).

Vậy nếu gọi V1 là phần thể tích còn lại của khối chóp giới hạn bởi mp(MNP) thì V1 cũng

 bằng 
[image: image485.wmf]1
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, tức là V1 = V2.

Do khi chứng minh ta không hề sử dụng đến yếu tố chóp đều của hình mà chỉ quan tâm đến quan hệ song song ở các cặp cạnh đối ở mặt đáy để lập tỉ số nên kết quả trên vẫn sẽ đúng nếu ta thay đổi đề bài lại như sau
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 Cho khối chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm các cạnh AB, AD, SC. Khi đó hãy chứng minh mp(MNP) chia khối chóp thành hai phần có thể tích bằng nhau.

Bài 20: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC cạnh đáy bằng a, đường cao SO=2a. Gọi điểm M là điểm thuộc đường cao AA’ của tam giác ABC. Xét mp(P) đi qua điểm M và vuông góc với AA’. Đặt AM=x.

a) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mp(P).

b) Tính diện tích thiết diện vừa xác định theo a và x. Xác định vị trí điểm M để diện tích thiết diện đạt giá trị lớn nhất.

Giải:
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a) Xác định thiết diện:
Vì 
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 nên (P) chính là mặt phẳng qua M và song song với SO, BC.
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- TH 1: M thuộc đoạn AO hay 
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+ Kẻ QR qua M và song song với BC (Q, R lần lượt thuộc SO, BC).

+ Kẻ MP song song với SO, P thuộc SA.
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Thiết diện là tam giác PQR cân tại P.

- TH 2: M là điểm thuộc đoạn thẳng OA’ 
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+ Kẻ PQ qua M và song song BC (P, Q lần lượt thuộc AB, AC).

+ Kẻ MM’ song song, M’ thuộc AA’.

+ Kẻ RT qua M’ và song song BC (T, R lần lượt thuộc SB, SC).
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Thiết diện là hình thang PQRT có đường cao MM’.

b) Tính diện tích thiết diện:
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+ Ta có: 
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Dấu “=” xảy ra 
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Do đó:
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Từ các trường hợp ta nhận được 
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Vậy điểm M thuộc AA’ sao cho 
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Bài 21: Cho hình chóp S.ABCD đỉnh S, đáy là một tam giác vuông ở A vói AB = a, BC = 2a. Điểm H thuộc AC sao cho 
[image: image506.wmf]CA
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, SH là đường cao của hình chóp và 
[image: image507.wmf]a
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. I, J lần lượt là trung điểm cạnh BC, SA. Dựng và tính diện tích mặt cắt của hình chóp với các mặt :

a) Qua điểm giữa K của SH và song song với SA, BC.

b) Qua H và vuông góc AI.

c) Qua BJ và vuông góc với mp(SHI).

d) Qua I và vuông góc với BC.

Giải:
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 a) Gọi K là trung điểm SH và mặt phẳng qua K song song với SA, BC là mp(
[image: image508.wmf]a

)

Vì mp(
[image: image509.wmf]a

)//SA nên mặt phẳng này cắt mp(SAC) và mp(SAB) theo các giao tuyến

 MN//PQ//BC. Vậy tứ giác MNPQ là hình bình hành.

Trong mp(SAC) qua A kẻ AC’ song song và bằng SC, ta có : CC’//MN//SA và
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Do đó 
[image: image514.wmf])

'

(

'

ABC

mp

CC

^

 nên 
[image: image515.wmf]B

C

CC

'

'

^

 hay tam giác BCC’ là tam giác vuông tại C’.

Ta có CC’//MN và BC//NP vậy 
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Trong tam giác vuông BCC’ có: 
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Vậy 
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Diện tích hình bình hành MNPQ là:
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Ta có 
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Mặt khác 
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Suy ra 
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 Tương tự 
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Vậy 
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c) Vì 
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d)  
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. Vậy tam giác SAB vuông tại A.


Trong tam giác vuông ABC, ta có: 
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Vậy 
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Và 
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Ta có: 
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 nên tam giác SBC vuông tại S và với I là trung điểm của BC thì 
[image: image544.wmf]AI
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Trong tam giác vuông ABC : vì 
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 do đó tam giác AIB là tam giác đều
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Trong tam giác vuông SHI có 
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Vậy tam giác HIC là tam giác cân nên 
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Xét 
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Vì 
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nên theo định lí ba đường vuông góc ta có 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image554.wmf].
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 Vậy mặt phẳng qua H và vuông góc với AI chính là

 mp(SHI) nên tam giác vuông SHI là thiết diện phải dựng.
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c) Trong mp(SAI), từ J kẻ JL//AI (L thuộc SI) thì L chính là trung điểm SI. 

Vì 
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Trong mp(SBC), nối BL cắt SC tại D. 

Mp(BJD) chứa 
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=> Tam giác BJD chính là thiết diện phải dựng.

Trong mp(BJD), từ D kẻ 
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[image: image560.wmf]DE

BJ

S

BJD

.

2

1

=



Chú ý rằng vì 
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 nên tam giác SAC vuông tại S

, tức là 
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 Mặt khác, ta cũng có tam giác SBC vuông tại S nên 
[image: image563.wmf].

SB

CS

^



[image: image564.wmf])

(

SAB

mp

CS

^

Þ

 hay 
[image: image565.wmf])

(

SAB

mp

DS

^

, nhưng vì 
[image: image566.wmf]BJ

DE

^

 nên theo định lí ba đường

 vuông góc ta suy ra 
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Trong tam giác ABJ, ta có: 
[image: image573.wmf]a

AB

A

BJ

2

6

J

2

2

=

+

=

. Vậy 
[image: image574.wmf]a

3

3

AA'

SE

=

=

.

Trong tam giác vuông SBD, ta có 
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Để tìm BD, trước hết ta tìm BL. Xét tam giác SBI với trung tuyến BL, ta có:
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Trong tam giác SCI, từ L kẻ LF//SC (F thuộc IC) thì F là trung điểm IC. 

Vậy ta có 
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Thế nên 
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e) Theo câu b, tam giác HIC là tam giác cân, F là trung điểm IC nên 
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f)  do 
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nên ta suy ra 
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   Gọi 
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 là mặt phẳng qua I và vuông góc với BC. Ta có 
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các đoạn thẳng HF, SF,

 SH cũng vuông góc với BC nên HF, SF, SH // mp(
[image: image586.wmf]b

) cắt các mp(ABC), (SBC), (SAC) 

lần lượt theo các giao tuyến PI//HF, IQ//SF, và J’P//SH. Vậy thiết diện cần dựng là tứ

 giác PJ’QI.

   Vì F là trung điểm IC và HF//PI nên H là trung điểm CP, tức là 
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Ta suy ra P là trung điểm của AH, đồng thời PJ’//SH nên 
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   Vì 
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   Vậy tam giác JPI vuông tại P.

   Vì 
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 nên 
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. Vậy tam giác JQI vuông tại Q.  Ta có 
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Tam giác SIC là tam giác đều cạnh a nên đường cao 
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Vậy 
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Hai tam giác vuông JPI và JQI bằng nhau vì có PI = QI và IJ chung.

Vậy diện tích tứ giác PJQI là: 
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Bài 1: Tứ diện ABCD có 
[image: image603.wmf]2
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, các cạnh khác đều bằng a. DH là đường cao hạ từ đỉnh D. Mặt phẳng (P) qua H và vuông góc AD cắt AD, BD, CD lần lượt tại A’, B’, C’. Thiết diện tạo bởi mp(P) và tứ diện có gì đặc biệt?

Bài 2: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều, đường cao AH của tam giác đáy bằng 5a; SO là trục của tam giác đáy (SO =2a, O là tâm của tam giác đáy). Gọi I là trung điểm OH. (P) là mặt phẳng qua I và vuông góc với AH. Thiết diện của hình chóp khi cắt bởi mặt phẳng (P) là hình gì? Tính diện tích thiết diện đó.

Bài 3: Cho hình chóp đều S.ABCD cạnh đáy bằng a. Xét mặt phẳng (P) qua A, song song với CD và vuông góc với mặt phẳng (SCD), chia tam giác SCD thành hai phần, tỉ số diện tích phần thứ nhất (chứa đỉnh S) với phần thứ hai là 1/8. Tính diện tích thiết diện hình chóp khi cắt bởi mặt phẳng (P).

Bài 4: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, chiều cao SA= a. M là điểm trên đoạn AC, AM= x (
[image: image604.wmf]0xa2

<<

). Gọi (P) là mp qua M, song song BD và vuông góc với mp đáy.

a) Tính diện tích thiết diện của hình chóp khi cắt mp(P).

b) Xác định vị trí của M để thiết diện có diện tích lớn nhất.

Bài 5: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác vuông tại A, AB= a, 
[image: image605.wmf]ABC60, SC= a, SC(ABC)

Ð=°^

.

a) Dựng thiết diện vuông góc với đoạn SA tại M. Tính diện tích thiết diện.

b) Tìm vị trí của M để thiết diện đạt diện tích lớn nhất.

Bài 6: Trong mp(P) cho đường thẳng (d) và điểm O cách (d) một khoảng OH=h. Trên (d) lấy B, C sao cho: 
[image: image606.wmf]BOHCOH

Ð=Ð=a

. Từ O kẻ đường thẳng vuông góc với (P) và trên đó lấy điểm A sao cho: OA= OB. Lấy K trên OH và đặt OK= x. Xét hình chóp O.ABC:

a) Dựng thiết diện vuông góc với OH tại K. Thiết diện là hình gì?

b) Tính chu vi và diện tích thiết diện. Với giá trị nào của 
[image: image607.wmf]a

 thì chu vi ấy không đổi nhưng diện tích biến thiên
Bài 7: Cho hình chóp S. ABCD, đáy ABCD là hình chữ nhật, AB = a, AD = b. Cạnh bên SA có độ dài 2a vuông góc với mặt phẳng đáy. Gọi M là điểm trên cạnh SA, đặt 
[image: image608.wmf])

2

0

(

a

x

x

AM

<

<

=

.


a)MP(MBC) cắt hình chóp theo thiết diện gì ? Tính diện tích thiết diện đó.


b) Xác định x để thiết diện có diện tích lớn nhất.


c) Xác định x để mp(MBC) chia hình chóp thành hai phần có thể tích bằng nhau.

Bài 8: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD được tạo bởi hai tam giác đều cạnh a là ABD và CBD, cạnh bên SA = h và SA vuông góc mặt đáy. Gọi O là giao điểm của hai đường chéo AC và BD. Điểm M di động trên AC, (
[image: image609.wmf]a

) là mặt phẳng đi qua M và vuông góc


Trong các vấn đề liên quan đến hình chóp, thể tích của hình chóp là một
 vấn đề rất được quan tâm. Có nhiều bài toán cũng như nhiều bài tập về thể tích
 hình chóp rất hay và khó. Vì vậy, trong chuyên đề về hình chóp của chúng tôi sẽ không thiếu phần thể tích. Đi kèm theo với các vấn đề về thể tích hình chóp là cực trị trong hình học không gian. Hy vọng chuyên đề của chúng tôi sẽ mang đến cho bạn đọc nhiều điều thú vị về hai vấn đề trên.
( một số kiến thức cơ bản về thể tích hình chóp:

1.Công thức tính thể tích hình chóp: 
[image: image610.wmf]1

Vh.S

3

=

​​
Trong đó: V là thể tích hình chóp
                         h là chiều cao hình chóp
                          S là diện tích mặt đáy
2. Công thức tính diện tích của hình chóp đáy tam giác:
­Với hình chóp S.A1A2A3 thì: 

[image: image611.wmf](
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­Với hình chóp S.A1A2A3 , mặt phẳng 
[image: image612.wmf](
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 cắt các cạnh SA1, SA2, SA3 
lần lượt tại 
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[image: image616.wmf]'''
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( Bạn đọc tự chứng minh lại (*), (**). 


( Chúng ta có thể hình chóp đáy đa giác thành nhiều hình chóp đáy tam giác sau đó dùng (*) hoặc (**) để tính thể tích từng hình chóp đáy tam giác rồi cộng lại.   

   ( một số công cụ thường dùng để tìm cực trị trong hình học không gian:
1. Đạo hàm

2. Các bất đẳng thức như AM-GM, BCS, Schawrt,…
( Một số bài toán và bài tập có lời giải:
Bài toán 1: cho hình chóp S.ABC, G là trọng tâm tam giác ABC. Điểm I thuộc
 cạnh SG sao cho 
[image: image617.wmf]SIkSG
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 (0 < k ≤ 1). Mặt phẳng 
[image: image618.wmf](
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qua I và cắt các tia SA, 
SB, SC lần lượt tại M, N, P (không trùng với S). Xác định vị trí mặt phẳng 

[image: image619.wmf](
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 để thể tích hình chóp S.MNP nhỏ nhất khi k là hằng số.

Giải:


 Cách 1: 
Ta đặt :
                      
[image: image620.wmf]c
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Ta có :
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Tương tự có :
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Suy ra :       
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Mặt khác ta có :
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Từ (1), (2)  suy ra :
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Thay vào (2), ta có : 
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Vậy  :        
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a = b = c = k 
[image: image630.wmf]()//(ABC)
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Cách 2 : (Dùng vectơ)
Đặt :         
[image: image631.wmf]c
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 (0 < a, b, c ≤ 1).
Ta có :     
[image: image632.wmf]'''
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Vì G là trọng tâm tam giác ABC nên:
                  
[image: image633.wmf]SG
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Lại có: I thuộc mp(A’B’C’) nên tồn tại 3 số thực x, y, z sao cho 
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Mà                                 
[image: image636.wmf]SIkSG
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Từ (1), (2), (3) , ta có : 

          
[image: image637.wmf]kkk
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Vì S, A, B, C không đồng phẳng nên
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Thay vào x + y + z = 1, ta được : 
[image: image639.wmf]3
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Từ (*) và (**) có :
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Vậy 
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  đạt được khi và chỉ khi :
                a = b = c = k 
[image: image642.wmf]()//(ABC)
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Bài toán 2 : Cho hình chóp S.ABCD với ABCD là hình bình hành. G là giao 
điểm hai đường chéo của ABCD. Trên đoạn SG lấy I sao cho : 
[image: image643.wmf]SIkSG
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. Mặt 
phẳng (α) đi qua I và cắt các đoạn SA, SB, SC, SD lần lượt tại A’, B’, C’, D’.

 Tìm vị trí (α) sao cho thể tích hình chóp S.A’B’C’D’ nhỏ nhất ( biết thể
 tích hình chóp S.ABCD là V).

Giải :
Đặt :
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Cách 1 

Ta có:
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Tượng tự có :
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Suy ra :
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Hay     
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Mặt khác, ta có:
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Do đó:
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Từ (1), (2) ta có:
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          (3)
Từ (1) và (2), ta có:
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Vậy 
[image: image661.wmf]3
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a = c = b = d = k 
[image: image662.wmf]()//(ABCD)
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Cách 2: 


Do ABCD là hình bình hành nên G cũng là trọng tâm của ABCD (tâm tỷ 
cự của hệ chất điểm (1;A), (1;B), (1;C), (1;D).).
Vì vậy : 
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Ta có : 
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Lại có I thuộc mp(A’B’C’D’) nên tồn tại 4 số thực x, y, z, t sao cho:


 x + y + z + t = 1 và 
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Mà : 
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Từ (1), (**) và (2) ta có:
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Do S, A, B, C, D không đồng phẳng nên:
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Thay vào x + y + z + t = 1 ta được :
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Từ (*) và (3) ta có :
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Vậy 
[image: image671.wmf]3
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a = c = b = d = k 
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۞ Ta cần chứng minh (**).

Trước hết ta chứng minh định lý sau:
“Cho n điểm A1, A2, A3,…, An đồng phẳng. Nếu điểm M thuộc mp(A1A2A3) thì có n số 
[image: image673.wmf]123n
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 với mọi điểm S.”
Chứng minh:
Ta chứng minh bằng phương pháp qui nạp:

_Ta có với n = 3, đpcm đúng.
_Giả sử với n = k, đpcm đúng. Ta cần chứng minh với n = k+1, đpcm cũng đúng. 
Theo giả thiết qui nạp ta có:
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(do A1 thuộc mp(A2A3A4))

Suy ra: 
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Tương tự, ta có: 
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Suy ra:
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Hay: 
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  trong đó 
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Vậy ta có đpcm.
Bài toán 3: Cho hình chóp S.A1A2A3…An với đáy là n-giác đều (n chẵn, n≥6).
Gọi G là tâm của n-giác đều trên. Trên đoạn SG lấy điểm I sao cho
[image: image690.wmf]SIkSG
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Mặt phẳng (α)  luôn qua I và cắt các cạnh SAi tại A’I (
[image: image691.wmf]i1;n
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). Tìm vị trí (α) sao
 cho thể tích hình chóp 
[image: image692.wmf]'''
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 nhỏ nhất. Biết thể tích hình chóp 
S.A1A2A3…An là V.

Giải:
Đặt : 
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Ta có G là tâm tỷ cự của hệ n chất điểm (1;A1), (1;A2), …,(1;An).
Do đó: 
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Mặt khác có:  
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Suy ra: 
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Lại có I thuộc mp(
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Và
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Từ (1), (3) và (4) ta có :
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Vì 
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Ta được:
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(5)
Từ (2) và (5) ta có:
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Vậy 
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  đạt được khi và chỉ khi :


a1 = a2 = …= an = k
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Bạn đọc hãy tự giải bài toán 3 với cách 1 như ở bài toán 2 hoặc tìm hiểu xem 
nếu n là số lẻ thì bài toán 3 sẽ giải như thế nào? Hãy suy nghĩ xem tại sao ở bài
 toán 2 tứ giác ABCD lại là hình bình hành? Nếu ABCD là tứ giác thường thì 
sao, ta có thể giải được hay không? Đó là vấn đề bạn đọc cần giải quyết!   
Bài toán 4: hình chóp S.ABC với SA = SB = SC = t. Mặt phẳng (P) qua trọng 
tâm G hình chóp và cắt các cạnh SA, SB, SC lần lượt tại A’, B’, C’. Xác định 
(P) để biểu thức sau đạt giá trị nhỏ nhất:
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Giải:
Đặt: 
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Gọi S’ là trọng tâm tam giác ABC, ta có : 
[image: image718.wmf]3
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Từ đó suy ra: 
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Mà                 SA = SB = SC = t 
Nên
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Lại có G thuộc mp(A’B’C’) nên luôn có 3 số thực x, y, z mà 
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Từ (1) và (2) ta có:
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Vì S, A’, B’, C’ không đồng phẳng nên:
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Thay vào 
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, ta được:
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Suy ra: 
[image: image728.wmf]2

2

(abc)16

Qabbcca

3

3t

++

=++£=


Vậy 
[image: image729.wmf]2

16

MaxQ

3t

=

 đạt được khi và chỉ khi
                         
[image: image730.wmf]4
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 hay (P) // (ABC).
 Ta cũng có thể giải bài toán trên bằng phương pháp tọa độ.
Bài toán 5: Hình chóp đều S.ABC với SA = t. Gọi S’ là trọng tâm tam giác 
ABC. Trên đoạn SS’, lấy điểm G sao cho SG = k.SS’. Mp(P) qua G và cắt các
 cạnh SA, SB, SC lần lượt tại A’, B’, C’. Xác định (P) sao cho biểu thức sau đạt
 giá trị lớn nhất:
   
         
[image: image731.wmf]111
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Giải:

Đặt: 
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A

B

D

C

S

M

N

E


Do S’ là trọng tâm tam giác ABC nên:  
[image: image733.wmf]k
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Từ đó suy ra : 
[image: image734.wmf]k
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Mà SA = SB = SC = t nên

[image: image735.wmf]kt
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(1)
Lại có G thuộc mp(A’B’C’) nên luôn có 3 số thực x, y, z mà 

[image: image736.wmf]xyz1
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 và 
[image: image737.wmf]x.SA'y.SB'z.SC'SG
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Từ (1) và (2) ta có:
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Vì S, A’, B’, C’ không đồng phẳng nên:
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Thay vào 
[image: image740.wmf]xyz1
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, ta được:
[image: image741.wmf]3
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Suy ra: 
[image: image742.wmf]2
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Vậy 
[image: image743.wmf]22
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 đạt được khi và chỉ khi
[image: image744.wmf]4
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 hay (P) // (ABC).
Bài toán 6: Cho hình chóp đều S.A1A2A3…An (n≥3), SAi=t. Gọi S’ là tâm tỷ cự
 của n chất điểm (1;A1), (1;A2), (1;A3),…,(1;An). Trên đoạn SS’, lấy G sao cho
 SG=k.SS’. Mp(P) qua G và cắt các cạnh SA1; SA2; SA3;... ;SAn lần lượt tại 
M1 ; M2 ; M3 ;... ;Mn. Xác định (P) sao cho biểu thức sau đạt giá trị lớn nhất :
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Giải:

Đặt : 
[image: image746.wmf]i
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[image: image747.wmf]i1;n
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Ta có S’ là tâm tỷ cự của hệ n chất điểm (1;A1), (1;A2), …,(1;An).
Do đó: 
[image: image748.wmf]n
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Từ đó suy ra: 
[image: image749.wmf]n
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Mà SAi=t với mọi I nên
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(1)
Theo bổ đề (**) đã chứng minh ở bài toán 3, ta có:
G thuộc mp(M1M2M3)  nên có n số thực 
[image: image751.wmf]123n
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(2)

Từ (1), (2), ta có :

[image: image754.wmf]n

i

ii

i1

kta

SM0

n

=

éù

æö

a-=

êú

ç÷

èø

ëû

å

uuuurr


Vì 
[image: image755.wmf]123
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Hay 
[image: image758.wmf]i
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 Thay vào 
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Suy ra:


[image: image762.wmf]n

2

i

n

i1

12

22

cyc

(n1)(a)

n(n1)

Qaa

2n

2kt

=

-

-

=£=

å

å


Vậy 
[image: image763.wmf]2
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[image: image764.wmf]i
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hay (P)//(A1A2A3).

( Bạn đọc tự chứng minh BĐT 
[image: image766.wmf]nn
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Bài toán 7: Cho hình chóp S.ABC có SA = x, các cạnh còn lại bằng a.

a. Tính diện tích toàn phần của hình chóp theo a và x.

b. Tìm khoảng biến thiên của x khi a là hằng số.
c. Tính x theo a để thể tích hình chóp lớn nhất.
Giải:
[image: image767.wmf]N

M

S

A

C

B

H


a. Ta có 
[image: image768.wmf]ABC
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 và 
[image: image769.wmf]SBC
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 là 2 tam giác đều cạnh a.
Suy ra : 
[image: image770.wmf]2
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Gọi M là trung điểm của SA.

Do 
[image: image771.wmf]SAB
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và 
[image: image772.wmf]SAC
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 là hai tam giác cân tại B và C nên 
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Ta cũng có
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Vậy : 
[image: image780.wmf]22
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b, c. Gọi N là trung điểm của BC.
 Xét 
[image: image782.wmf]NSA
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, ta có 
[image: image783.wmf]a3
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Để tồn tại NM thì 
[image: image786.wmf]xa3

<

. So với điều kiện ở câu a. ta có 
[image: image787.wmf]0xa3
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Vậy 
[image: image788.wmf](

)

x0;a3

Î

 khi a là hằng số.
Ta có 
[image: image789.wmf]22
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Dựng 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image791.wmf](
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Ta cũng có: 
[image: image794.wmf]1a3
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Ta có: 
[image: image796.wmf]222223
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Vậy 
[image: image797.wmf]3
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 Bài toán 8. Cho hình chóp S.ABCD, SA=x, các cạnh còn lại bằng a.
1. Trung điểm của BC, CD, SA lần lượt là M, N, Q. Thiết diện qua tạo 

bởi mp(MNQ) với hình chóp đã cho là W. Chiếu song song W theo SB lên 
(ABCD) được W’. Tính tỷ số [image: image799.wmf]dt(W')

dt(ABCD)
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2. Tính khoảng biến thiên của x khi a là hằng số.

3. Tính x theo a khi thể tích hình chóp lớn nhất.


Phân tích:
Nhận thấy ABCD là hình thoi và S nằm trên trục của 
[image: image800.wmf]BCD

V

. Từ đây ta tìm 
điều kiện của hình thoi để thỏa giả thiết bài toán tức là đưa ra nhận xét về điều 
kiện các góc của hình thoi. Sau đó dựa trên điều kiện đó để giải bài toán.

Giải:
[image: image801.wmf]D
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Từ giả thiết, ta có ABCD là hình thoi.
Đặt 
[image: image802.wmf]ABC
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[image: image804.wmf]p
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[image: image805.wmf]IACBD
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Trước hết, ta có :
[image: image806.wmf]3
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Thật vậy, giả sử 
[image: image807.wmf]0
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[image: image808.wmf]a

OCaSC

2sin

2

=£=

a

 (vô lí).

Vậy 
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a.Ta có :
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Mặt khác, áp dụng định lí Menelaus cho
[image: image812.wmf]SAD
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và bộ ba điểm (P,I,Q), 
Ta có:        
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Kẻ 
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Đặt dt(W’)
[image: image821.wmf]=

SW’ và dt(ABCD)
[image: image822.wmf]=

S. Khi đó, ta có :
SW’
[image: image823.wmf]=

 SBCNQ’ + SQ’P’N 
[image: image824.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image825.wmf]S
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Mà :
 SQ’P’N
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image827.wmf]2
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b. 
Gọi O là chân đường cao của hình chóp. Do 
[image: image830.wmf]SBSCSD
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nên SO là trục 
của
[image: image831.wmf]BCD
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.
Ta có:
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 Vì 
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c. Ta có 
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Xét hàm số 
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Từ đó có: 
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4

£

    ,
[image: image858.wmf];

3

p

æö

"aÎp

ç÷

èø


Suy ra: 
[image: image859.wmf]3
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[image: image860.wmf]1
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      Khi đó, 
[image: image861.wmf]a6
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Nhận xét:
Bài toán khó ở chỗ thiếu đi điều kiện về góc của hình thoi và đề bài cũng cố 
tình làm mờ đi giả thiết S nằm trên trục của 
[image: image862.wmf]BCD

V

. Mấu chốt để giải bài toán 
này là tìm được điều kiện về góc của hình thoi dựa trên quan hệ giữa các cạnh
trong những tam giác vuông.
Rút kinh nghiệm: 
Khi gặp các bài toán “có vẻ như” thiếu giả thiết như trên chúng ta nên xem lại 
các mối quan hệ giữa các cạnh và góc.
→ Một số bài tập hệ quả của bài toán 4:
Bài tập 4.1: Cho hình chóp S.ABCD, đáy là hình vuông. Biết 
SB=SC=SD=BC=a.

a. Chứng minh rằng S.ABCD là hình chóp đều. Xác định tâm mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp.

b. Tính thể tích hình chóp.

  





(bạn đọc tự giải
Bài tập 4.2: cho hình chóp S.ABCD với 
[image: image863.wmf]SAa2
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, các cạnh còn lại bằng a.  
a.  Xác định 
[image: image864.wmf]SAB
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 và 
[image: image865.wmf]SAD
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. 
b. Tính độ dài AC, BD theo a. Xác định đoạn vuông góc chung của SA 
và BD, tính độ dài đoạn đó.  
c. Tính thể tích hình chóp theo a.
Giải:
[image: image1567.wmf]A
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Gọi M là trung điểm của SA. 
a.Ta có 
[image: image866.wmf](
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Suy ra:  
[image: image868.wmf]0
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b.Theo bài toán 4, ta có 
[image: image869.wmf]2

SAa4sin1

2

a

=-

 với 
[image: image870.wmf]ABC

a=Ð

 (
[image: image871.wmf]3

p

<a<p

). 
Do đó, ta có:
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Hay 
[image: image875.wmf]0
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mà ABCD là hình thoi nên BD=AB=a và AC=
[image: image876.wmf]a3
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vuông góc chung của SA và BD.
    Lại có 
[image: image880.wmf]222
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[image: image881.wmf]BDa
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c. Ta có :

[image: image882.wmf]3
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Bài tập4.3:Biết hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi cạnh a với 
[image: image883.wmf]0
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Tìm SA theo a để SB=SC=SD=a. Tính thể tích hình chóp khi đó.





(bạn đọc tự giải).

Bạn đọc hãy xét bài toán tương tự của bài toán 4 trong trường hợp hình 
chóp ngũ giác, lục giác,...
Bài toán 9: Cho tam giác ABC vuông tại A, gọi M là trung điểm BC. Đường 
thẳng d qua M và vuông góc với mp(ABC). Trên d lấy điểm S (
[image: image884.wmf]SM

¹

). Mặt 
phẳng (Q) qua BC và vuông với mp(SAB), cắt SA tại D. Hãy xác định ví trí S 
trên d để thể tích tứ diện ABCD lớn nhất.
[image: image1568.png]


Giải:
Đặt AC = b, AB = c, SM = h và gọi góc giữa hai mp(SAB) và mp(ABC) là
[image: image885.wmf]a

. 
Gọi N là trung điểm AB. Ta có NM //AC, NM = 
[image: image886.wmf]ACb
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 và MN
[image: image887.wmf]^

AB, 
SN
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AB. Vì vậy 
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Vì   
[image: image890.wmf]0

90

a<

 và 
[image: image891.wmf](BCD)(SAB)
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nên D thuộc đoạn SA.

Gọi P là giao điểm của SN và BD. Ta cần chứng minh MP
[image: image892.wmf]^

SN.
Trong mp(BCD) dựng CK
[image: image893.wmf]^

BD tại K. Khi đó CK
[image: image894.wmf]^

AB, CK
[image: image895.wmf]^

AK
Mà AB
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AC nên AB
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(ACK) do đó AB
[image: image898.wmf]^

AK. 
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AK // SN 
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Lại có: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image903.wmf]MP
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// CK.
Vậy MP
[image: image904.wmf]^
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Ta có: 
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Ta cần tính 
[image: image906.wmf]DA

SA


Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác SAN và ba điểm thẳng hàng B, P, D; 

Ta có:
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Do tam giác SMN vuông tại M và MP
[image: image908.wmf]^
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Thay vào (*) ta được:
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Vậy 
[image: image913.wmf]2
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=

 đạt được khi và chỉ khi: 
[image: image914.wmf]h2b
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hay 
[image: image915.wmf]b2
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Vậy thể tích tứ diện ABCD đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi S thuộc d và cách
 M một đoạn bằng 
[image: image916.wmf]b2

2

.

Bài toán 10: Cho tam giác ABC vuông tại A. Trên đoạn BC lấy điểm M sao 
cho 
[image: image917.wmf]MBkMC

=

. Trên đường thẳng d qua M và vuông góc mp(ABC) ta lấy 
điểm S không trùng M.Mặt phẳng (Q) qua BC và vuông với mp(SAB), cắt SA
 tại D. Hãy xác định ví trí S trên d để thể tích tứ diện ABCD lớn nhất.
Giải:
  Đặt AC = b, AB = c, SM = h và gọi góc giữa hai mp(SAB) và mp(ABC) là
[image: image918.wmf]a

. 
Trong mp(ABC), dựng MN // AC.
Gọi P là giao điểm của SN và BD.
Tương tự như bài toán 6, ta chứng minh được MP
[image: image919.wmf]^

SN

Ta có: 
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Ta cần tính 
[image: image921.wmf]DA

SA


Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác SAN và ba điểm thẳng hàng B, P, D; 
Ta có:
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Do tam giác SMN vuông tại M và MP
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Thay vào (*) ta được:
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Vậy 
[image: image928.wmf]2

ABCD

bck(k1)

MaxV

12(k1)

+

=

+

 đạt được khi và chỉ khi: 
[image: image929.wmf]hk1b
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Vậy thể tích tứ diện ABCD đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi S thuộc d và cách M một đoạn bằng 
[image: image931.wmf]bk1
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۩ Bài tập có lời giải :
Bài tập 1: Cho hình vuông ABCD cạnh a, tâm O. M là một điểm không thuộc
 mp(ABCD) sao cho M nhìn AD và AB dưới góc vuông.
       a.Chứng minh: M luôn thuộc một đường tròn cố định.
       b.
[image: image932.wmf]a

là mặt phẳng đi qua AB và vuông góc với mp(ABCD). Kéo dài DM cắt 

[image: image933.wmf]a

 tại N. Chứng minh: 
[image: image934.wmf]o
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        c. Đặt DM
[image: image935.wmf]x

=

. Tính MN theo a và x. Tìm miền biến thiên của x. Từ đó 
tìm điều kiện của hằng số k để luôn tồn tại x thỏa MN
[image: image936.wmf]k

=

.
       d. Tìm GTLN của thể tích tứ diện ABND  

        .
Giải
a. Ta có: 
[image: image937.wmf]AMMBM
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thuộc mặt cầu đường kính AB   (1)

   
[image: image938.wmf]AMMDM
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thuộc mặt cầu đường kình AD    (2)

[image: image939.wmf]Þ

M thuộc đường tròn (L) là giao tuyến của hai mặt cầu đường kính AB và 
AD.
b.
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c. Xét tam giác vuông AND có AM là đường cao nên 
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Mặt khác 
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Vậy k cần tìm thỏa mãn: 
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c. Ta có:
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Mà 
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Dấu bằng xảy ra 
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	       Bài tập 2. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành, M trên cạnh SA,      
[image: image963.wmf]SA

SM

 =k. Định k để mặt phẳng (MBC) chia hình chóp thành 2 phần có thể tích bằng nhau




Giải:

    Mặt phẳng (MBC), (SAD) chứa 2 đường thẳng song song BC và AD, có 
chung điểm M nên có chung giao tuyến MN // BC // AD 
    Gọi V là thể tích hình chóp S.ABCD
    
[image: image964.wmf]SS
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    Tương tự   
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	 Bài tập 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, AB = a, SA
[image: image986.wmf]^

 (ABCD), cạnh SC hợp với đáy góc
[image: image987.wmf]a

 và hợp với (SAB) góc
[image: image988.wmf]b

. Tính thể tích hình chóp




Giải

SA 
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Đặt : 

 
BC = x 
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 SC = 
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 (*). Mà AC2 = AB2 + BC2 
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	       Bài tập 4. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD

      a. Biết AB = a và góc giữa mặt bên và đáy bằng 
[image: image1014.wmf]a

. Tính thể tích hình chóp

      b. Biết trung đoạn bằng d và góc giữa cạnh bên và đáy bằng 
[image: image1015.wmf]j

. Tính thể tích hình chóp


Giải:

a. Gọi O là tâm hình vuông, H là trung điểm BC
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      SO = h = OH.tan
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b. SH = d, AO = hc 
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	 Bài tập 5.Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD là nửa lục giác đều, AD = 2a, 
AB = BC = CD = a. SA 
[image: image1044.wmf]^

 (ABCD), SA = h. Mặt phẳng (P) qua A, vuông 
góc với SD cắt SB,SC, SD tại B’, C’, D’.
     a. Chứng minh AB’C’D’ là tứ giác nội tiếp 
     b. Tính thể tích hình chóp S.AB’C’D’


Giải:
a. CD
[image: image1045.wmf]^

(SAC) 
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 DC
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 AC’                                   (1)
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    Tương tự ta có 
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   Mà SABC = 
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   Tương tự  VS.AC’D’ = 
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	     Bài tập 6.Cho đường tròn (C) có đường kính AB = 2R. Trên nửa đường
 thẳng Ax vuông góc với mặt phẳng chứa (C) tại A lấy điểm S sao cho AS 
= h. Gọi M là 1 điểm di động trên (C). Mặt phẳng (P) đi qua A và vuông 
góc với SB cắt SB, SM lần lượt ở H, K.

    a. Chứng minh AK 
[image: image1070.wmf]^

(SBM) và điểm K chạy trên 1 đường tròn cố định
 khi M thay đổi 

    b. Tính thể tích hình chóp S.AHK trong trường hợp M là trung điểm của 
cung AB


Giải:

a. Ta có AM 
[image: image1071.wmf]^

 MB và SA 
[image: image1072.wmf]^

 MB 
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 KH 
[image: image1076.wmf]Û

 
                           
[image: image1077.wmf]0
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(P) qua điểm cố định A và vuông góc với SB cố định tại H 
[image: image1078.wmf]Þ

 (P) cố định, H cố định

Trong (P), K nhìn đoạn cố định AH dưới 1 góc vuông 
[image: image1079.wmf]Þ

 K nằm trên đường 
tròn đường kính AH nằm trong (P)
b.AM = MB = R
[image: image1080.wmf]2
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     VS.AMB = 
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 EMBED Equation.3  [image: image1089.wmf])
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	   Bài tập 7. Cho tứ diện vuông SABC tại S. Chứng minh rằng 

       a. 
[image: image1091.wmf].

3

SABC 
[image: image1092.wmf]³

 SSAB + SSBC + SSAC

         b. Cho SA = a, SB + SC = k. Đặt SB = x. Tính thể tích tứ diện SABC 
theo a, x, k. Xác định SB, SC để thể tích tứ diện SAB lớn nhất


Giải:

[image: image1569.wmf]I
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a.Gọi H là trực tâm 
[image: image1093.wmf]D

ABC, nối dài AH cắt
 BC tại K
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[image: image1099.wmf]Û

 (SSBC)2 =  (SHBC)(SABC)

Tương tự  (SSAB)2 = SABC.SHAB ,  (SSAC)2 = SABC.SHAC
Cộng vế:  (SSAB)2 + (SSAC)2 + (SSBC)2 = (SABC)2
                 SSAB + SSAC + SSBC 
[image: image1100.wmf]£
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c. VS.ABC = 
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 EMBED Equation.3  [image: image1108.wmf]24
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Max VS.ABC = 
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 x = k-x 
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[image: image1114.wmf]2

k


	Bài tập 8. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là 1 hình vuông cạnh a, SA 
[image: image1115.wmf]^

 (ABCD) và SA = a. 1 mặt phẳng qua CD cắt các cạnh SA, SB lần lượt ở M,N. Đặt AM = x

     a. Tứ giác MNCD là hình gì? Tính diện tích tứ giác MNCD theo a, x

     b. Xác định giá trị của x để thể tích của hình chóp S.MNCD bằng 
[image: image1116.wmf]9
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[image: image1118.wmf]Þ

 MNCD  là hình thang
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MNCD là hình thang vuông
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 MN = SM = SA – AM = a – x
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b. Ta có  
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	Bài tập 9 : cho tứ diện OABC có 
[image: image1163.wmf]0

AOBBOCCOA=180
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. Gọi OA1, 
OB1, OC1 lần lượt là đường phân giác trong của các tam giác OBC, OCA,
 OAB. Gọi OA2, OB2, OC2 lần lượt là đường phân giác của các tam giác OAA1,
 OBB1, OCC1. Chứng minh rằng:
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               Xác định tứ diện OABC để đẳng thức xảy ra?
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Giải:
Đặt OA = a, OB = b, OC = c,  
[image: image1165.wmf]AOB
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, 
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Ð=b
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Ta có 
[image: image1168.wmf]0
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Theo tính chất đường phân giác trong tam giác OAA1 ta có:
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Tương tự có: 
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Theo BĐT Bunhiacovski, ta có:
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Ta còn có:
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Theo công thức tính độ dài đường phân giác trong tam giác, ta được:
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Mà 
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Do đó từ (3) suy ra: 
[image: image1178.wmf]111

abc8

OA.OB.OC

33

³

 



      (4)
Từ (1), (2) và (4) ta có:
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi:

[image: image1180.wmf]0
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    hay OABC là tứ diện đều
	Bài tập 10: cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, thể tích là V. Trên cạnh SC, lấy điểm C’ sao cho SC’= k.C’C. Mặt phẳng (P) qua AC’ và cắt các cạnh SB, SD lần lượt tại B’, D’. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của V’= VS.AB’C’D’.


Giải:
V’= VS.AB’C’ +VS.AD’C’
Ta có:
             
[image: image1181.wmf]S.AB'C'
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Gọi O là giao điểm hai đường chéo của ABCD, I là giao của AC’ và SO.
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Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác SCO và ba điểm thẳng hàng C’, A, I;
 Ta có:
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 Trong tam giác SBD, ta có:
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( Bạn đọc tự chứng minh (**))
 Đặt :
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Trong đó 
[image: image1190.wmf]0x1

k

x1

kx

01

k1

(2k1)xk

<£

ì

ï

Û££

í

<£

+

ï

+-

î


Xét hàm số 
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Ta có: 
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Ta có bảng biến thiên của f(x):
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Suy ra: 
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Vậy:
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đạt được khi và chỉ khi
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                                     hay (P) qua B hoặc D.
_
[image: image1201.wmf]2
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 đạt được khi và chỉ khi
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	Bài tập 11: trên mặt cầu bán kính R lấy  năm điểm A, B, C, D, E sao cho 
[image: image1203.wmf]22
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. Chứng minh rằng: 
[image: image1204.wmf]ABACADAE42R
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Giải:
[image: image1575.bmp]
Trên các tia AB, AC, AD, AE lần lượt lấy các điểm B’, C’, D’, E’
 sao cho AB’= AC’= AD’= AE’= a và gọi M, N lần lượt là trung 
điểm B’D’ và C’E’.
Dễ thấy 
[image: image1205.wmf]AB'C'AB'E'(c.g.c)
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Từ đó B’C’ = B’E’, D’C’ = D’E’
Suy ra mp(AB’D’) là mặt phẳng trung trực của C’E’ nên N thuộc 
mp(AB’D’). Vậy A, M, N thuộc mp(AB’D’). Tương tự có A, M, 
N thuộc mp(AC’E’) nên A, M, N thẳng hàng. 


(1)
Lại có : 
[image: image1206.wmf]AB'D'AC'E'(c.g.c)
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 suy ra: AM = AN    (2)
Từ (1), (2) có M trùng N. Lại có B’C’ = B’E’, D’C’ = D’E’; ta có B’C’D’E’ là
 hình vuông, suy ra  
[image: image1207.wmf]22
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Đặt 
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 Ta có: 
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Áp dụng định lý cosin cho  
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(4)
Từ (3), (4) suy ra: 
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Do đó 
[image: image1213.wmf]3
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Tương tự: 
[image: image1215.wmf]ACAE22R
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Vậy: 
[image: image1216.wmf]ABACADAE42R
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi AB = AD, AC = AE hay A.BCDE là hình chóp đều.

Bài tập 12: cho tứ diện ABCD. M là một điểm bất kì thuộc miền trong của tứ
 diện. Các đường thẳng AM, BM, CM, DM lần lượt cắt các mặt (BCD), 
(CDA), (DAB), (ABC) tại A’, B’, C’. Hãy xác định vị trí M để biểu thức sau 
đạt giá trị nhỏ nhất:
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Giải:
Đặt 
[image: image1218.wmf]2

a

V

MBCD

=

, 
[image: image1219.wmf]2

b

V

MCDA

=

,
[image: image1220.wmf]2

c

V

MDAB

=

, 
[image: image1221.wmf]2

d

V

MABC

=


Ta có:
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Mà 
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  nên ta có:
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Hoàn toàn tương tự, ta cũng có:
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Suy ra:
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Vậy 
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 đạt được khi và chỉ khi:
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Hay M là trọng tâm tứ diện ABCD.

Bạn đọc hãy mở rộng bài toán trên bằng cách thay căn bậc hai bằng căn bậc n.

۩ Một số bài tập tham khảo:
Bài tập1:Cho hình chóp S.ABC biết SA=x, BC=y, các cạnh còn lại đều bằng 1.
a) tính thể tích hình chóp theo x, y.

b) với x, y nào thì thể tích hình chóp đạt lớn nhất?

Bài tập2: cho hình chóp S.ABC. Biết SA vuông góc mp(ABC), nhị diện SB là
nhị diện vuông, BC=a,  
[image: image1231.wmf]00
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a) chứng minh   
[image: image1232.wmf]BCSB
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b) tính thể tích hình chóp
Bài tập3: trong mp(P) cho hình chữ nhật ABCD biết AB=a, BC=b. Qua C và 
D lần lượt dựng các đường thẳng d, d’ vuông góc với (P). Điểm M thuộc d, N 
thuộc d’ sao cho 
[image: image1233.wmf]BMAN
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a) xác định mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABMN.

b) Chứng minh : CM.DN là hằng số khi M, N di động

c) Xác định độ dài CM, DN để thể tích tứ diện ABMN là nhỏ nhất.

Bài tập4: cho hình chóp S.ABCD, ABCD là hình thang vuông 

[image: image1234.wmf]0
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. Gọi O là trung điểm của đường 
trung bình của hình thang. Trên đoạn SO lấy điểm I sao cho 
[image: image1235.wmf]2009.SI1992.SO
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 Mp(P) qua I và cắt các cạnh SA, SB, SC, SD lần lượt tại A’, B’, C’, D’. Xác 
định (P) để thể tích hình chóp S.A’B’C’D’ đạt giá trị nhỏ nhất. Tính giá trị đó.

Bài tập 5: cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Trên cạnh SC lấy 
C1 sao cho SC1=3C1C; trên cạnh SC1 lấy C2 sao cho SC2=
[image: image1236.wmf]7

C2C1. Mp(P) qua 
SC2 và cắt các cạnh SB, SD lần lượt tại B’ và D’. Xác định (P) sao cho thể tích 
hình chóp S.AB’C2D’ đạt lớn nhất và nhỏ nhất.
Bài tập 6: cho hình chóp S.ABC với SA=a, SB=b, SC=c. Một mp thay đổi luôn
 qua trọng tâm của hình chóp và cắt các cạnh SA, SB, SC lần lượt tại A’, B’,C’. 

a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:  
[image: image1237.wmf]222
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b) Nếu xét bài toán với hình chóp n-giác đỉnh S thì kết quả sẽ như thế nào?
Bài tập 7 M, N lần lượt là trung điểm các cạnh AB, CD của tứ diện ABCD; P 
là điểm thuộc đoạn AD sao cho 
[image: image1238.wmf]PAkPD
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, k là số cho trước và khác 1. 
a) Xác định điểm Q thuộc cạnh BC sao cho MN và PQ cắt nhau.

b) Tính thể tích hình chóp A.MQNP theo k và thể tích tứ diện ABCD.

c) Xác định k để thể tích trên lớn nhất và nhỏ nhất.

Bài tập 8: cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD cạnh đáy bằng a.Các mắt bên 
nghiêng đều trên mặt đáy một góc 
[image: image1239.wmf]a

. Một mp(P) qua AB tạo với mp(ABCD) 
một góc 
[image: image1240.wmf]b

 và cắt SC, SD lần lượt tại M, N.
a) xác định dạng của tứ giác ABMN

b) tính diện tích tứ giác ABMN theo a, 
[image: image1241.wmf]a

, 
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. Khi 
[image: image1243.wmf]a

 là hằng số, hãy tìm
[image: image1244.wmf]b

 để 

c) diện tích đó lớn nhất và nhỏ nhất.

Bài tập 9: cho hình chóp S.ABCDE, ACDE là hình vuông tâm O cạnh a và 
ABC là tam giác đều. G là điểm trên đoạn BO mà BG=4GO; M là trung điểm 
SG. Mp(P) qua BM và cắt các cạnh SA, SC, SD, SE lần lượt tại A’, C’, D’, E’
. Xác định (P) để thể tích hình chóp S.BA’C’D’E’ nhỏ nhất và lớn nhất. 
Bài tập 10: cho tứ diện ABCD. Hãy tìm các điểm X, Y, Z, T lần lượt thuộc các
 mặt (BCD), (CDA), (DAB), (ABC) sao cho tổng sau nhỏ nhất:
                       XY2 + YZ2 + ZT2 + TX2 + XZ2 + ZT2 
Bài tập 11: cho tứ diện ABCD vuông ở A. Gọi x, y, z lần lượt là góc giữa 
đường cao AH với các cạnh AB, AC, AD. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:
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۩ Một số tính chất từ tam giác đến tứ diện.
Đã có khá nhiều nghiên cứu về sự liên hệ giữ hình học phẳng và hình không 
gian, trong đó chúng ta đã có nhiều tính chất thú vị được khám phá ở tứ diện 
nhờ việc liên hệ từ các tính chất ở tam giác. Sau đây chúng tôi xin giới thiệu 
đến bạn đọc một số tính chất như thế mà chúng tôi đã tìm được. Rất mong nhận được sự góp ý từ bạn đọc cũng như những tính chất “đẹp” mà bạn đọc tìm ra.


Tính chất phẳng1(không chứng minh lại): cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm O. Một đường tròn tâm I luôn qua 2 điểm B, C và cắt AB, AC lần lượt tại B’ và C’. Khi đó B’C’ luôn vuông góc với AO.


→ bài toán 1: cho tứ diện ABCD nội tiếp mặt cầu tâm O. Một mặt cầu tâm I luôn qua 3 điểm B, C, D và cắt các AB, AC, AD lần lượt tại B’, C’, D’. chứng minh rằng: mp(B’C’D’) luôn vuông góc AO.

[image: image1576.bmp]
Chứng minh:

Trước hết ta chứng minh 2 nhận xét sau:

        i) điểm I luôn thuộc trục của tam giác BCD (vì I luôn cách đều B, C, D) 

        ii) cho hình chóp A.BCD và một mặt cầu tâm I luôn qua 3 điểm B, C, D và cắt các AB, AC, AD lần lượt tại B’, C’, D’. Khi đó, với mọi điểm M thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD, M’ là giao của AM và đường tròn ngoại tiếp tam giác B’C’D’ thì M’ thuộc mặt cầu tâm I nói trên và ngược lại.

        chứng minh ii)

_Phần thuận: M’ thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác B’C’D’ thì M’ thuộc mặt cầu tâm I (
[image: image1246.wmf]S(I;IM)

).

       Dễ có đường tròn ngoại tiếp tam giác B’C’D’ thuộc măt cầu tâm I luôn qua 3 điểm B’, C’, D’. Suy ra M’ thuộc măt cầu tâm I nói trên.

​_Phần đảo: M’ thuộc măt cầu tâm I( luôn qua 3 điểm B’, C’, D’ thì M’ thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác B’C’D’.
            Gọi T là tập hợp tất cả các điểm thuộc đường tròn ngoại tiếp ∆BCD

 Gọi T’ là tập hợp tất cả các điểm thuộc đường tròn ngoại tiếp ∆B’C’D’
Ta có 
[image: image1247.wmf]MP
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 k là hằng với điểm I đó) 
Suy ra: 
[image: image1250.wmf](A;k)

MN(M)

=

  (
[image: image1251.wmf](A;k)

N

là phép nghịch đảo hệ số k với tâm nghịch đảo S)

 Mà :     
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Và A
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Trở lại bài toán:
Ta kí hiệu C(BCD) là đường tròn ngoại tiếp BCD
Gọi:
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Theo nhận xét ii) ta có 
[image: image1259.wmf]'''
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Xét mp(ABO):
Ta có tứ giác BB’B1’B1 là tứ giác nội tiếp. Theo tính chất 1 thì 
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 Tương tự có: 
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Tính chất phẳng 2: M là một điểm bất kì thuộc miền trong tam giác ABC. Từ M kẻ các đường vuông góc MA1, MB1, MC1 xuống các cạnh BC, CA, AB (A1,B1,C1 là các giao điểm). Chứng minh :
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Chứng minh:

Đặt MA1= x, MB1= y, MC1= z. Khi đó, ta có :

ax + by + cz = 2SMBC + 2SMCA + 2SMAB = 2SABC

Do đó:


[image: image1265.wmf]ABC

222

2222

abcabc

.2.S(axbycz)

xyzxyz

xyyzzx

abcabbcca

yxzyxz

abc2ab2bc2ca(abc)

æöæö

++=++++

ç÷ç÷

èøèø

æöæö

æö

=++++++++

ç÷ç÷

ç÷

èø

èøèø

³+++++=++


Suy ra: 
[image: image1266.wmf]2
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Đẳng thức xay ra khi và chỉ khi x = y = z, tức khi M là tâm đường tròn ngoại 

tiếp tam giác ABC.

→ ta thử suy nghĩ như thế này: “mặt” trong tứ diện sẽ tương ứng với “cạnh” trong tam giác; “diện tích mặt” trong tứ diện sẽ tương ứng với “độ dài cạnh” trong tam giác và “thể tích” trong tứ diện sẽ tương ứng với “diện tích” trong tam giác. Từ đó ta có thể xây dựng bài toán sau từ tính chất phẳng 2; sau đó ta kiểm chứng lại.

→ bài toán 2: M là một điểm bất kì thuộc miền trong tứ diện ABCD. Từ M kẻ các đường vuông góc MA1, MB1, MC1, MD1 xuống các mặt  (BCD), (CDA), (DAB), (ABC). (A1,B1,C1 là các giao điểm). Chứng minh :
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Chứng minh:

Đặt MA1= x, MB1= y, MC1= z, MD1= t 

và SBCD= Sa ; SCDA=Sb ; SDAB=Sc ; SABC=Sd.

Khi đó ta có :
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Lại có:
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Suy ra:
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y = z = t, tức khi M là tâm mặt cầu ngoại 

tiếp tứ diện ABCD.


Tính chất phẳng 3: trong tam giác nhọn ABC luôn có :
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( trong đó ma là đường trung tuyến kẻ từ A; ha là đường cao kẻ từ A; R, r lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp tam giác ABC ).

Chứng minh: 

Gọi O là tâm đướng tròn ngoại tiếp tam giác ABC và A1, B1, C1 lần lượt là trung điểm BC, CA, AB.

Do tam giác ABC nhọn nên O thuộc miền trong tam giác.

Ta có: 
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Tương tự có: 
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Suy ra: 
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Ta sẽ chứng minh :
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Bởi vì 
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Ta cũng có:
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Vậy ta có : 
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. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi O là trực 

tâm tam giác hay tam giác ABC là tam giác đều.


→ ta thử suy nghĩ như thế này: “mặt cầu ngoại tiếp” trong tứ diện sẽ tương ứng với “đường tròn ngoại tiếp” trong tam giác; “đường tròn ngoại mặt” trong tứ diện sẽ tương ứng với “trung điểm cạnh” trong tam giác và “thể tích” trong tứ diện sẽ tương ứng với “diện tích” trong tam giác. Từ đó ta có thể xây dựng bài toán sau từ tính chất phẳng 3; sau đó ta kiểm chứng lại

→ Bài toán 3: trong tứ diện ABCD mà tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện thuộc miền trong tứ diện, ta luôn có:
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( Trong đó, ma là độ dài đoạn thẳng nối A và tâm đường tròn ngoại tiếp ∆BCD; 

   ha là đường cao của tứ diện kẻ từ A; R, r lần lượt là bán kính mặt cầu ngoại tiếp và nội tiếp tứ diện ABCD ).


Chứng minh:

Gọi O là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD; A1, B1, C1, D1 lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các ∆BCD, ∆CDA, ∆DAB, ∆ABC.

Vì O thuộc miền trong tứ diện nên: 
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Tương tự có: 
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Suy ra: 
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Ta sẽ chứng minh:
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Bởi vì 
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Nên :
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Ta cũng có:
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Vậy ta có: 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi O là trực tâm tứ diện hay ABCD là tứ diện đều

TỔNG HỢP

Bài 1: SABC là 1 hình chóp tam giác đều với cạnh đáy AB = a, đường cao SH = h.

1. Tính theo a và h các bán kính r, R của hình cầu nội tiếp và ngoại tiếp hình chóp.

2. Giả sử a cố định và h thay đổi. xác định h để 
[image: image1298.wmf]r

R

 lớn nhất.

Giải:

. Tính R:

Tâm hình cầu ngoại tiếp tứ diện SABC

nằm trên SH( trục của đường trong

ngoại tiếp tam giác ABC) và trên 

đường trung trực của SA vẽ mp(SAH).

Tứ giác AHOJ nội tiếp( J là trung điểm của SA),

Do đó:
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Nhưng: 
[image: image1302.wmf]2
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Suy ra: R = 
[image: image1304.wmf]22
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. Tính r:

 
Tâm O’ hình cầu nội tiếp tứ diện nằmg trên SH và trên phân giác trong của 

SIH( I là trung điểm của BC), góc phẳng của nhị diện cạnh BC.


Tính chất của phân giác cho:
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Cho nên ra được tính bởi
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3. Định h để r/R lớn nhất


Ta có: 
[image: image1307.wmf]2
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Đặt:
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Do đó: 
[image: image1309.wmf]22
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Bảng biến thiên


Vậy : 
[image: image1310.wmf]ax
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 nếu và chỉ nếu x = 3a 
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Bài 2: cho hình chóp tam giác SABC. Gọi K và N là trung điểm của SA, BC. 

Điểm M nằm trên SC sao cho:

                                   
[image: image1312.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1313.wmf]2

3

SM

MC

=


1. Tìm tỉ số diện tích hai tam giác ASC và AKM.

2. Mặt phẳng qua K song song với AB và SC có qua N không?

3. Qua K, M, N dựng mặt phẳng mp(P).

a. xác định tiết diện tạp bởi mp(P) với hình chóp đã cho.

b. Chứng minh KN chia tiết diện thành 2 phần diện tích bằng nhau.

c. Biết khoảng cách từ A đến mp(P) bằng h và thể tích hình chóp là V. tính diện

 tích tiết diện.

Giải:

1. Tính 
[image: image1314.wmf]
.
[image: image1315.wmf]D

AMS và 
[image: image1316.wmf]D

SAC có cùng đường cao phát xuất từ A nên:

               
[image: image1317.wmf]22
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. 
[image: image1318.wmf]D

AMS và 
[image: image1319.wmf]D

AMK có cùng đường cao phát xuất từ M nên:

                                     
[image: image1320.wmf]2
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Suy ra : 
[image: image1321.wmf]2.
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2. Mặt phẳng qua K song song với AB và SC có qua N không?

Mặt phẳng qua K song song với aB và SC cắt BC ở N’.

Định lý Talét trong không gian cho: 


[image: image1322.wmf]'
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 N là trung điểm của BC   
[image: image1323.wmf]Þ

 N
[image: image1324.wmf]º
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Vậy mặt phẳng qua K song song với AB và SC qua trung điểm N của BC.

a. Cách dựng thiết diện:

- Đường thẳng MK và đường thẳng CA cắt nhau ở I

- Hai đường thẳng IN và AB cắt nhau ở H.


Tiết diện của mặt phẳng (KMN) với hình chóp là tứ giác KMNH.

b. Chứng minh 
[image: image1325.wmf]SS
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Gọi O là giao điểm của MH và KN. Vẫn theo định lý Talét trong không gian ta 

suy ra:      O là trung điểm của MH. Từ đó suy ra các đường cao MM’ và HH’ trong 

2 tam giác MKN và HKN bằng nhau, do đó:

                                      
[image: image1326.wmf]33

.

105

VV

SS

KMNKMNH

hh

=Þ=


c. Tính diện tích thiết diện:

 . Ta tính thể tích tứ diện AKMN bằng cách coi đáy là 
[image: image1327.wmf]D

KMN và đỉnh là A:
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. Cũng tứ diện ấy mà ta coi đáy là 
[image: image1329.wmf]D

AKM và chiều cao là khoảng cách từ N đến 

(AKM) thì thể tích của nó là:
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Nếu gọi chiều cao kẻ từ B của tứ diện ABCD là hB thì ta có :

                                        
[image: image1331.wmf]2.
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Và do câu 1. ta có:

                         
[image: image1332.wmf]11
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Từ (1) và (2) suy ra: 
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Bài 3: Cho tứ diện SABC có các góc phẳng ở đỉnh S vuông.

1. Chứng minh : 
[image: image1334.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1335.wmf]3.
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2. Cho biết SA = a, SB+ SC = k. đặt  SB = x. tính thể tích tứ diện SABC theo a, k,x.

 xác định SB, SC để thể tích tứ diện SABC lớn nhất.

3. Cho A cố định; B và C thay đổi ao cho SB + SC = k không đổi. Tìm quỹ tích 

4. điểm O của các đường chéo hình hộp có 3 cạnh là SA, SB, SC.

Giải:

1 Chứng minh : 
[image: image1336.wmf]3.
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. Trước hết ta chứng minh hệ thức : 

                                
[image: image1337.wmf]2222
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Vẽ SI vuông góc với AB. Theo định lý 3 đường thẳng vuông góc ta có:
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Áp dụng bất đẳng thức Schwarz:


[image: image1340.wmf](
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Áp dụng kết quả (1) ta có:

                            
[image: image1341.wmf]3.
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2. Tính V của tứ diện SABC

           
[image: image1342.wmf]1
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. Định SB, SC để V lớn nhất.

                          
[image: image1343.wmf]'
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1344.wmf]0;0
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Bất đẳng thức Cauchy:

    
[image: image1345.wmf]2
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 ( k, a: không đổi; x: thay đổi)


Do đó : 
[image: image1346.wmf]2
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Đẳng thức xãy ra khi và chỉ khi : x = k – x 
[image: image1347.wmf]2
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Vậy 

     
[image: image1348.wmf]2
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 xãy ra khi và chỉ khi SB = SC = 
[image: image1349.wmf]2
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4. Quỹ tích điểm O


 . Gọi O là giao điểm của các đường chéo trong hình hộp vẽ trên 3 cạnh SA, 

SB, SC. Nếu ta vẽ hình chữ nhật SBDC thì O chính là trung điểm của AD. Hình 

chiếu O’ 

lên mặt phẳng (SBDC) là trung điểm SD.

 
.Chọn tia Sx mang bởi SB, định hướng từ S đến B. tia Sy mang bởi SC, định

 hướng từ S tới C. trong 1 phần tư mặt phẳng tọa độ Sxy ta có:            

                              
[image: image1350.wmf]2
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 Suy ra quỹ tích của O’ là 

đoạn thẳng I’J’ có phương trình là:

              
[image: image1351.wmf]22
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Với 2 điểm đầu là I’(k/2;0) và J’(0;k/2).

 
. Gọi 
[image: image1352.wmf]W

 là trung điểm của SA; 
[image: image1353.wmf]W

 là điểm cố định.


Ta có:       
[image: image1354.wmf]'
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 Suy ra quỹ tích của O là đoạn IJ, hình biến đổi của I’J’ qua phép tịnh tiến 

véctơ 
[image: image1355.wmf]S
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 Bài 4: Trong 1 tứ diện chỉ có 1 cạnh có độ dài lớn hơn 1.

CMR: thể tích tứ diện ấy không vựơt quá 1/8.


Giải:


. Cho tứ diện ABCD có AB > 1 

còn các cạnh khác nhỏ hơn hay bằng 1. Ta

 chứng minh 
[image: image1356.wmf]1/8
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. Vẽ đường cao AE trong tam giác ABC

 và đường cao BF trong tam giác BCD.


Gọi AH là đường cao của tứ diện vẽ từ A. đặt CD = a (
[image: image1357.wmf]1
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 Ta chứng minh :    
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.Nếu 
[image: image1359.wmf]2
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.Nếu 
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 thì: 
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 Trong cả 2 trường hợp ta đều có:
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Tương tự như vậy ta cũng chứng minh được:

            
[image: image1366.wmf]22
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.Thể tích tứ diện:


[image: image1367.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1368.wmf]2
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Xét hàm 

 f(a) = 
[image: image1369.wmf]2
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 f’(a) = -3a2 + 4

Bảng biến thiên:



[image: image1370.wmf]
Vậy 
[image: image1371.wmf]max
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 xãy ra khi và chỉ khi a = 1.

.Cuối cùng ta thử xem có tồn tại 1 tứ diện như trên không. Chọn tứ diện 


ABCD như sau:

  
[image: image1372.wmf]BCD

D

 đều cạnh a = 1

  
[image: image1373.wmf]ACD

D

 đều cạnh a = 1

  (BCD)
[image: image1374.wmf]^
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 Ta có:
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[image: image1376.wmf]3
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 ; tứ diện ABCD thỏa đề bài.

Bài 5: 

1. Cho tam giác 
[image: image1377.wmf]D

ABC đều cạnh a. một đường thẳng (
[image: image1378.wmf]D

) tùy ý qua tâm O 

của tam giác cắt BC, CA, AB lần lượt tại M, N, P.

Chứng minh:


[image: image1379.wmf]                    
[image: image1380.wmf]2222
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2. Cho tứ diện đều SABC. Qua đường cáo SH của tứ diện ta kẻ 1 mặt phẳng 

cắt các mặt bên theo những đường thẳng taọ với đáy của tứ diện các góc 
[image: image1381.wmf],,
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 Chứng minh :   

                           
[image: image1382.wmf]222
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Giải:

1. Chứng minh:


[image: image1383.wmf]                    
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Gọi A’, B’, C’ là trung điểm của BC, CA, AB. Đặt 

        
[image: image1385.wmf]·
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Ta có:    
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Ta có: 
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Cho nên
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2. Chứng minh:    
[image: image1390.wmf]

Mặt phẳng qua SH cắt các mặt (SBC), (SAC), (SAB) theo các giao tuyến lần 

lượt là SM, SN và SP. Ta có:
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Ta có : 
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Ta nhắc lại rằng 
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2

32

63

aa

SHSH

=Þ=


Và theo câu 1:
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Cho nên :

  
[image: image1397.wmf]222
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[image: image1398.wmf]
Bài 7: cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a. cạnh bên SA vuông góc 

với mặt đáy. Từ A hạ các đường vuông góc AE với SB và AF với SD.

1. Chứng minh: (AEF)
[image: image1399.wmf]^

SC.

2. Goi P là giao điểm của (AEF) với SC. Tìm quỹ tích của P khi S chạt trên nửa 

đường thẳng Ax vuông góc với đáy ABCD.

3.   Chứng tỏ rằng có 2 vị trí của S trên Ax sao cho 
[image: image1400.wmf]V
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bằng 1 giá trị V cho 

4. Trước với điều kiện không vượt quá 1 giá trị V, nào đó mà ta phải xác định.

5. Trong trường hợp 
[image: image1401.wmf]V

PABC

 = V1, hãy tính 
[image: image1402.wmf]V
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Giải:
1. Chứng minh (AEF)
[image: image1403.wmf]^
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Theo giả thiết 
[image: image1405.wmf]AESB
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[image: image1407.wmf]
Tương tự ta cũng có :
[image: image1408.wmf]AFSC
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Vậy 
[image: image1409.wmf]()
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2. Quỹ tích của P.

 * Mặt phẳng (SAC) cố định,
[image: image1410.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1411.wmf]·
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và AC cố định nên P ở trên đường tròn 

đường kính AC trong mặt phẳng (ASC).

* S chỉ chạy trên nửa đường thẳng Ax nên P chỉ chạy trên nửa đường tròn nói trên,

 không kể điểm C. Nữa đường tròn này vẽ trong nữa ,mặt phẳng Ax giới hạn bởi AC.

3. Chứng minh có 2 vị trí của S trên Ax khi 
[image: image1412.wmf]V
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Vẽ 
[image: image1414.wmf]PHAC
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, PH là đường cao của hình chóp P.ABCD :


PH = h.
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Ta có :           
[image: image1416.wmf]2
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Nếu         
[image: image1417.wmf]2
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 thì ta có 2 vị trí của P trên nữa đường tròn đường kính

 AC, do đó có 2 vị trí của S trên Ax.
   Nhưng :
[image: image1418.wmf]3
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 Vậy có thể nói là : khi
[image: image1419.wmf]AC



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1420.wmf]1
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 thì có 2 vị trí cảu S trên Ax để  
[image: image1421.wmf]VV
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 4.Trong trường hợp 
[image: image1422.wmf]1
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 hãy tính 
[image: image1423.wmf]V

SAEPF


Theo trên ta có :

        
[image: image1424.wmf]1
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 ( tức P là trung điểm của cung AC)

Lúc ấy P là trung điểm của SC và :

       
[image: image1425.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1426.wmf]222222
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Ta có :
[image: image1427.wmf]2
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 Vậy: 
[image: image1428.wmf]23

122

...

339

1

.

3

aa

SPa

VS

SAEPFAEPF

==

=


Bài 8: Trong mặt phẳng (P) cho
[image: image1429.wmf]ABC

D

 vuông tại B, có cạnh AB, 
[image: image1430.wmf]·
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1431.wmf]; 

và 
[image: image1432.wmf]ADC

D

 vuông tại D có AD = b ( B và D không cùng phía đối với AB). Trên đường 

thẳng vuông góc với mặt phẳng (P) tại A ta lấy điểm S sao cho SA = x.

1. tính thể tích hình chóp SABCD

2. AI, AJ, AH là 3 đường cao xuất phát từ A của 3 tam giác SAB, SAC, SAD. Hãy 

tìm tâm và bán kính của hình cầu ngoại tiếp các đa diện ABCIJ, ASIJH. Từ đó xác

 định giao của 2 hình cầu nói trê

3. gọi 
[image: image1433.wmf]b

 là góc phẳng của nhị diện tạo bởi (SAC) và (SBC). Chứng minh : 

                             
[image: image1434.wmf]2
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4.  
[image: image1435.wmf]ABC
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 phải thỏa mãn điều kiện gì để 
[image: image1436.wmf]b

 = 600.

Giải:

1. tính 
[image: image1437.wmf]V

SABCD


      
[image: image1438.wmf]1
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Ta tính các chi tiết :

                   
[image: image1439.wmf].
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Do đó: 
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Do đó :          
[image: image1441.wmf]2
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Tóm lại : 
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2. tâm và bán kính hình cầu ngoại tiếp các đa diện ABCIJ và ASIJH


 . Ta có 
[image: image1443.wmf](())
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Nên : 
[image: image1444.wmf]AIIC
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Như vậy : I, J và B cùng nhìn AC dưới góc vuông nên hình cầu ngoại tiếp đa 

diện ABCIJ là hình cầu đường kính AC. Tâm là điểm giữa cả AC, bán kính bằng 

                                        
[image: image1445.wmf]22
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. I, J, H cùng nhìn AS dưới góc vuông nên hinìh cầu ngoại tiếp khối đa diện 

ASIJH là hình cầu đường kính AS. Tâm là điểm giữa của AS, bán kính bằng
[image: image1446.wmf]22
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Giao của 2 hình cầu


Hai hình cầu ấy có chung 3 điểm là A, I và J nên giao của chúng là đường tròn

 qua 3 điểm ấy. Nhưng ta đã biết 
[image: image1447.wmf]()

AISAB

^

 nên 
[image: image1448.wmf]AIIJ
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 Vậy giao của 2 hình cầu ấy là đường tròn đường kính AJ ở trong mặt phẳng qua A và

 vuông góc với SC.

 3. 
[image: image1449.wmf] Chứng minh hệ thức 
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Góc phẳng của nhị diện tạo bởi (SAC) và (SBC) là 
[image: image1451.wmf]·
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[image: image1452.wmf]AIJ
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 vuông ở I : 
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Do đó : 
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Nhưng : 

                       
[image: image1455.wmf]AISI
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Thay các kết quả trên vào (i):   
[image: image1456.wmf]..
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Ta có : 

                     
[image: image1457.wmf]2222

2

2

1

.

a

SCSAACa

cos

cos

SCa

cos

a

a

a

=+=+

+

Þ=



Vậy:      
[image: image1458.wmf]2
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4. 
[image: image1459.wmf]ABC
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 thỏa mãn điều kiện gì để 
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Với 
[image: image1461.wmf]0
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 thì 
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 thỏa mãn phương trình :
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Vậy 
[image: image1464.wmf]0
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 : tam giác ABC vuông cân ở B.

 Bài 9: 
[image: image1465.wmf]trong mặt phẳng (
[image: image1466.wmf]a

) cho 
[image: image1467.wmf]D

OAB và 1 điểm di động M trên đoạn AB. Từ M

 ta dựng đường thẳng song song với OB và OA, lần lượt cắt OA, OB tại P và Q; goil I

 là giao điểm của AQ và BP. Trên đường thẳng vuông góc với mp(
[image: image1468.wmf]a

) tại M ta lấy 

điểm S
[image: image1469.wmf]¹

M. Đặt OA = a, OB = b.

 1. chứng minh : 
[image: image1470.wmf]1

OPOQ

ab

+=


Từ đó suy ra thể tích của 2 hình chóp SOPIQ và SIAB bằng nhau.

 2. Cho 
[image: image1471.wmf]·
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, a = 2b và 
[image: image1472.wmf]3
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. Gọi 
[image: image1473.wmf]12
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 lần lượt là góc phẳng của 2 nhị

 diện tạo bởi (SOA) và (SOB) với mp(
[image: image1474.wmf]a

). Chứng minh rằng khi M di động trên đoạn

 AB (nhưng không trùng với A và B) thì ta luôn luôn có hệ thức:
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Giải:

1. Chứng minh : 
[image: image1476.wmf]1
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Định lý Talét :
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//

OPBM

PMOB

OABA

OQAM

QMOA

OBAB

Þ=

Þ=


Do đó: 
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Chứng minh   
[image: image1479.wmf]VV
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Để chứng minh 2 hình chóp SOPIQ và SIAB có cùng thể tích ta chỉ cần chứng

 minh 
[image: image1480.wmf]SS
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 Từ (1) ta suy ra :
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Từ đó :   
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Hay  :    
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Do đó :      
[image: image1484.wmf]SS

OPQIIAB

=


  2. Chứng minh hệ thức: 
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* Do OA = 2OB và 
[image: image1486.wmf]·
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 nên tam giác OAB vuông tại B 

và là nửa tam giác đều.

  Và : 
[image: image1487.wmf]0
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  Góc của (SOB) và mp(
[image: image1488.wmf]a

)
[image: image1489.wmf]º

(OAB) là :




[image: image1490.wmf]·
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Vẽ MH
[image: image1491.wmf]^

OA. Do định lý 3 đường thẳng vuông góc ta có SH
[image: image1492.wmf]^

OA nên góc của 

(SOA) với mp(
[image: image1493.wmf]a

) là:
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Ta có:

                       
[image: image1495.wmf]1
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  Từ AB = AM + MB và từ các kết quả trên ta có :

                           
[image: image1496.wmf]12
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[image: image1497.wmf]

Phương pháp tọa độ:

Bài 6: cho hình chóp SABC, đáy là tam giác vuông cân đỉnh C; CA = CB = a; đỉnh S

 có hình chiếu trên đáy là trọng tâm G cảu tam giác ABC; SG = h.

   Tính góc phẳng của nhị diện canh SC của hình chóp.

Giải:


Lập hệ trục tọa độ góc Axyx, có Ax // CB, chiều dương từ C đến B; Ay chứa 

AC, chiều dương từ A đến C; Az có chiều dương từ G đến S.


Các điểm A, B, C có tọa độ là : A(0, 0, 0); 

                                                                B(a, a, 0); 

                                                                C(a, 0, 0);


                                                   S(
[image: image1498.wmf]3
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Các vectơ 
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Ta có: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1503.wmf]1
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[image: image1504.wmf]1
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 theo thứ tự là các vectơ pháp tuyến của các mặt (SCB) và (SCA), 

Do đó nếu gọi 
[image: image1506.wmf]j

 là góc phẳng nhị diện cạnh SC thì :


[image: image1507.wmf]1

2

4

2

22

44

2222

(,)

9

9

.

99

coscosnn

a

a

ha

aa

ahah

j

=

-

-

==

+

++

ruur



Vậy: 
[image: image1508.wmf]2
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 Bài ..: cho hình chóp tứ giác đều SABCD, cạnh đáy bằng 2a, mỗi cạnh bên lập với mặt 

phẳng đáy 1 góc 
[image: image1509.wmf]a

. Trong hình chóp đó, vẽ nội tiếp 1 hình lập phương sao cho các đỉnh

 nằm trên các trung đoạn của hình chóp. Tính độ dài cạnh cảu hình lập phương.

Giải:

Chọn hệ trục tọa độ Oxyz với S
[image: image1510.wmf]Î

Oz và khi đó:


    A(a, a, 0) , B(-a, a, 0) , C(-a, -a, 0) , D(a, -a, 0),
 và từ giả thiết nên S(0, 0, 
[image: image1511.wmf]2.
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Khi đó gọi M, N theo thứ tự là trung điểm

 của AB, AD ta được:

  M(0, a, 0) , N(a, 0, 0).

 Giả sử 

Cạnh của hình lập phương bằng x, ta được:

  
[image: image1512.wmf]11
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 Bài..: Cho hình chóp đều SABCD cạnh bằng 2a. gọi d1, d2, d3, d4 theo thứ tự là 

khoảng cách từ điểm M bất kỳ thuộc đáy ABCD tới các mặt bên. CMR: tổng

 S = d1 + d2 + d3 + d4

 Không phụ thuộc vào vị trí điểm M.
Giải:


Chọn hệ trục tọa độ Oxyz với A, C 
[image: image1514.wmf]Î

 Ox , B, D 
[image: image1515.wmf]Î

 Oy và S 
[image: image1516.wmf]Î

 Oz.


Khi đó 

  A(a, a, 0) , B(a, -a, 0) , C(-a, -a, 0) , D( -a, a, 0) , S(0, 0, a
[image: image1517.wmf]2
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Điểm M 
[image: image1518.wmf]Î

 (ABCD), ta được M(x, y, 0), với 
[image: image1519.wmf]ax
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* Phương trình mặt phẳng (SAB) được cho bởi:
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Suy ra khoảng cách d1​ được cho bởi :


[image: image1522.wmf]1
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*Phương trình mặt phẳng (SBC) được cho bởi:
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Suy ra khoảng cách d2​ được cho bởi :
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*Phương trình mặt phẳng (SCD) được cho bởi:
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Suy ra khoảng cách d3​ được cho bởi :


[image: image1526.wmf]3
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*Phương trình mặt phẳng (SDA) được cho bởi:

  
[image: image1527.wmf]():
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Suy ra khoảng cách d4 được cho bởi :


[image: image1528.wmf]4
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Từ đó :

S = d1 + d2 + d3 + d4 = 
[image: image1529.wmf]4246
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Bài 4: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, cạnh đáy a và đường cao h. Dựng





 mp(� EMBED Equation.3  ���) đi qua A và vuông góc với SC cắt SB, SC, SD lần lượt tại B’, C’, D’.





h phải thoả điều kiện gì để C’ là một điểm thuộc cạnh SC ? Khi đó 





hãy tính thể tích hình chóp S.AB’C’D’.





Có xảy ra trường hợp nào mà tam giác B’C’D’ là tam giác đều?
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