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 Chuyeân ñeà 8:       

HÌNH HOÏC GIAÛI TÍCH TRONG KHOÂNG GIAN OXYZ 
 

 Vaán ñeà 1:      MAËT PHAÚNG VAØ ÑÖÔØNG THAÚNG 

A. PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI 

TOÏA ÑOÄ 

1. 
1 2 3 1 2 3

u (u ; u ; u ) u u i u j u k      

2. 
1 1 2 2 3 3

a b (a b ; a b ; a b )      

3.    
1 1 2 2 3 3

a.b a b a b a b  

4. 
3 1 1 22 3

2 3 3 1 1 2

a a a aa a

a,b ; ;

b b b b b b

 
       

 

 

5.   2 2 2

1 2 3
a a a a  

6. 

1 1

2 2

3 3

a b

a b a b

a b




  
 

 

7. 
a.b

Cos(a,b)

a . b

 

8. 
1 2 3 1 2 3

a cuøng phöông b a,b 0 a : a : a b : b : b    
 

 

9.   
 

a,b,c ñoàng phaúng a,b .c 0  

10.   Dieän tích tam giaùc: 
 
 ABC

1
S AB,AC

2

 

11.  Theå tích töù dieän ABCD:  
 ABCD

1
V AB,AC AD

6

 

12.   Theå tích hình hoäp ABCD.A'B'C'D':       
 ABCD.A B C D

V AB,AD AA  

 

MAËT PHAÚNG 
 

 Vectô phaùp tuyeán cuûa maët phaúng laø vectô khaùc vectô 0  vaø coù giaù vuoâng goùc 

maët phaúng. 

 Phöông trình toång quaùt: (): Ax + By + Cz + D = 0  (   2 2 2
A B C 0 ) 

 
0 0 0

ñi qua M(x ; y ; z )

( ) :

co ù vectô phaùp tuyeán : n (A;B;C)


 


 

         
0 0 0

( ) : A(x x ) B(y y ) C(z z )  = 0  
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 Maët phaúng chaén: () caét Ox, Oy, Oz laàn löôït A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c),                

       (a, b, c khaùc 0) 

        
x y z

( ) : 1

a b c

 

 Maët phaúng ñaëc bieät: (Oxy): z = 0, (Oxz): y = 0, (Oyz):  x = 0 

 

ÑÖÔØNG THAÚNG 
 

 Veùctô chæ phöông cuûa ñöôøng thaúng laø vectô khaùc vectô 0  vaø coù giaù cuøng 

phöông vôùi ñöôøng thaúng. 

 
0 0 0

1 2 3

ñi qua M (x ; y ; z )

d :

coù vectô chæ phöông a (a ; a ; a )






 
0 0 0

1 2 3

1 2 3

x x y y z z
Phöông trình tham soá : vôùi (a ; a ; a 0)

a a a

  
    

 Ñöôøng thaúng ñaëc bieät: 

y 0 x 0 x 0

Ox : ; Oy : ; Oz

z 0 z 0 y 0

    
  

    
 

 

B. ÑEÀ THI 

 

Baøi 1: ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2011 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz , cho ñieåm A(1; 2; 3) vaø ñöôøng thaúng d: 

x 1 y z 3

2 1 2

 
 


. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  ñi qua ñieåm A, vuoâng goùc vôùi 

ñöôøng thaúng d vaø caét truïc Ox. 

Giaûi 

   Goïi M laø giao ñieåm cuûa  vôùi truïc Ox  M(m; 0; 0)  AM = (m –1; –2; –3) 

   Veùctô chæ phöông cuûa d laø a  = (2; 1; –2). 

     d  AM  d  AM.a 0  2(m – 1) + 1(–2) –2(–3) = 0  m = –1. 

  Ñöôøng thaúng  ñi qua M vaø nhaän AM = (–2; –2; –3) laøm vectô chæ phöông 

neân coù phöông trình: 
x 1 y 2 z 3

2 2 3

  
  . 

Caùch 2. 

    ñi qua A vaø caét truïc Ox neân  naèm treân maët 

phaúng (P) ñi qua A vaø chöùa truïc Ox. 

    ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi d neân  naèm treân maët 

phaúng (Q) ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi d. 

   Ta coù: +) Vectô phaùp tuyeán cuûa (P) laø 
(P)

n OA,i 
 

.  

 

d 

A 

 
 

O 

x 
P 

Q 

M 
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               +) Vectô phaùp tuyeán cuûa (Q) laø 
(Q) d

n a . 

    = (P)(Q)  veùctô chæ phöông cuûa  laø: 
(P) (Q)

a n ,n


 
 

.  

Caùch 3. 

   Maët phaúng (Q) ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi d  (Q): 2x + y – 2z + 2 = 0. 

   Goïi M laø giao ñieåm cuûa Ox vaø (Q)  M(–1; 0; 0). 

   Veùctô chæ phöông cuûa  laø: AM . 

Baøi 2: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2011 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng :
x 2 y 1 z 5

1 3 2

  
 


 

vaø hai ñieåm A(–2; 1; 1), B(–3; –1; 2). Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc ñöôøng thaúng  

sao cho tam giaùc MAB coù dieän tích baèng 3 5 . 

Giaûi 

   Ñöôøng thaúng  ñi qua E(–2; 1; –5) vaø coù vectô chæ phöông  a 1; 3; 2   neân 

coù phöông trình tham soá laø: 

x 2 t

y 1 3t

z 5 2t

  


 
   

   (t  R). 

   M     M 2 t; 1 3t; 5 2t      

    AB 1; 2 ;  1   ,  AM t; 3t; 6 2t   ,  AB,AM t 12; t 6; t      
 

. 

   SMAB = 3 5   
1

AB,AM 3 5

2

  
 

    
2 2 2

t 12 t 6 t 6 5      

                                    3t
2

 + 36t = 0  t = 0 hoaëc t = –12. 

   Vaäy M(–2; 1; –5) hoaëc M(–14; –35; 19). 

Baøi 3: ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2009 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng : 
 

 


x 2 y 2 z

1 1 1

 

vaø maët phaúng (P): x + 2y – 3z + 4 = 0. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d naèm trong 

(P) sao cho d caét vaø vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng . 

Giaûi 

 Toïa ñoä giao ñieåm I cuûa  vôùi (P) thoûa maõn heä:  

   
x 2 y 2 z

I 3; 1; l1 1 1

x 2y 3z 4 0

 
 

 
    

 

 Vectô phaùp tuyeán cuûa (P):  n 1; 2; 3  ; vectô chæ phöông cuûa :  u 1; 1; 1   
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 Ñöôøng thaúng d caàn tìm qua I vaø coù moät vectô chæ phöông:   

          
P P1 2

n 1; 2; 3 , n 3; 2; 1     

 Phöông trình d: 

  


 
  

x 3 t

y 1 2t

z 1 t

  (t  ) 

Baøi 4 :CAO ÑAÚNG KHOÁI A, B, D NAÊM 2009 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho caùc maët phaúng (P1): x + 2y + 3z + 4 = 0 

vaø (P2): 3x + 2y – z + 1 = 0. Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua ñieåm        

A(1; 1; 1), vuoâng goùc vôùi hai maët phaúng (P1) vaø (P2) 

Giaûi 

 Vectô phaùp tuyeán cuûa hai maët phaúng  (P1) vaø (P2):  

         
P P1 2

n 1; 2; 3 , n 3; 2; 1    

  (P) vuoâng goùc vôùi hai maët phaúng  (P1) vaø (P2)  

  (P) coù moät vectô phaùp tuyeán:          
P P P1 2

n n ,n 8; 10; 4 2 4; 5; 2       
 

 

 Maët khaùc (P) qua A(1; 1; 1) neân phöông trình maët phaúng  

     (P): 4(x – 1) – 5(y – 1) + 2(z – 1) = 0  

 Hay    (P): 4x – 5y + 2z – 1 = 0  

Baøi 5: CAO ÑAÚNG KHOÁI A, B, D NAÊM 2009 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho tam giaùc ABC coù A(1; 1; 0), B (0; 2; 1) 

vaø troïng taâm G(0; 2; 1). Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  ñi qua ñieåm C vaø 

vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC). 

Giaûi 

 Ta coù: 

      G laø troïng taâm tam giaùc ABC  C(1; 3; 4)  

         AB 1; 1; 1 ; AC 2; 2; 4      

 Ñöôøng thaúng  vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC) neân coù moät vectô chæ phöông   

                                
 
 

a AB,AC = 6(1; 1; 0)  

 Maët khaùc ñöôøng thaúng  ñi qua ñieåm C  neân  

 Phöông trình :  

  


  
  

x 1 t

y 3 t t

z 4
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Baøi 6: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2008 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho 3 ñieåm A(0; 1; 2), B(2; –2; 1),    

C(–2; 0; 1)   

 1. Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua ba ñieåm A, B, C. 

 2. Tìm toïa ñoä cuûa ñieåm M thuoäc maët phaúng 2x + 2y + z – 3 = 0 sao cho:                             

             MA = MB = MC. 

Giaûi 

1. 

ñi qua A(0; 1; 2)

(ABC) :

coù vectô phaùp tuyeán laø AB,AC 2(1; 2; 4)




     

 

 Phöông trình mp(ABC): 1(x – 0) + 2(y – 1) – 4(z – 2) = 0 

                                  x + 2y – 4z + 6 = 0  

2. Caùch 1:  

 Ta coù: AB.AC 0  neân ñieåm M naèm treân ñöôøng thaúng d vuoâng goùc vôùi mp(ABC) 

taïi trung ñieåm I(0; 1; 1) cuûa BC. 

  

  
  

 

qua I(0;  1; 1) x y 1 z 1
d : d :

1 2 4coù vectô chæ phöông :a (1;2; 4)

 

 Toïa ñoä M laø nghieäm cuûa heä 

   
 

   
      

x 22x 2y z 3 0

y 3x y 1 z 1

z 71 1 4

 

 Vaäy M(2; 3; 7). 

 Caùch 2: Goïi M(x; y; z) 

 Ta coù  





  

MA MB

MA MC

M ( )

 

   

           


          
    


2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

(x 0) (y 1) (z 2) (x 2) (y 2) (z 1)

(x 0) (y 1) (z 2) (x 2) (y 0) (z 1)

2x 2y z 3 0

 

   

x 2

y 3 M(2; 3; 7)

z 7




  
  

. 
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Baøi 7:CAO ÑAÚNG KHOÁI A, B, D NAÊM 2008  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ñieåm A(1; 1; 3) vaø ñöôøng thaúng d 

coù phöông trình: 


 


x y z 1

1 1 2

 

 1. Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng d. 

 2. Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc ñöôøng thaúng d sao cho tam giaùc MOA caân taïi ñænh O 

Giaûi 

1. 




   (P) d

qua A(1; 1; 3)

(P) :

co ù vectô phaùp tuyeán n a (1; 1;2)

 

 Phöông trình maët phaúng  (P): 1(x – 1) – (y – 1) + 2(z – 3) = 0 

                            x – y + 2z – 6 = 0 

2. Goïi M(t; t; 2t + 1)  d 

  Tam giaùc OMA caân taïi O  MO
2

 = OA
2

  t
2

 + t
2

 + (2t + 1)
2

 = 1 + 1 + 9 

                               6t
2

 + 4t – 10 = 0     
5

t 1 t

3

 

  Vôùi t = 1 toïa ñoä ñieåm M(1; 1; 3). 

  Vôùi  
5

t

3

 toïa ñoä ñieåm 
5 5 7

M ; ;

3 3 3

 
  
 

. 

Baøi 8 :ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2007 

 Trong khoâng gian vôùi heä truïc toaï ñoä Oxyz, cho hai ñieåm A(1; 4; 2), B(–1; 2; 4) 

vaø ñöôøng thaúng 
 

  


x 1 y 2 z
:

1 1 2

 

 1. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d ñi qua troïng taâm G cuûa tam giaùc OAB vaø 

vuoâng goùc vôùi maët phaúng (OAB). 

 2. Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc ñöôøng thaúng  sao cho MA
2

 + MB
2

 nhoû nhaát. 

Giaûi 

1. Toïa ñoä troïng taâm: G(0; 2; 4).  Ta coù:   OA (1; 4; 2),OB ( 1; 2; 2)  

 Vectô chæ phöông cuûa d laø:     u (12; 6; 6) 6 2; 1; 1  

 Phöông trình ñöôøng thaúng d: 
 

 


x y 2 z 2

2 1 1

 

2/ Vì M      M(1 t; 2 + t; 2t) 

  MA
2

 + MB
2

 = (t
2

 + (6  t)
2

 + (2  2t)
2

) + ((2 + t)
2

 + (4  t)
2

 + (4  2t)
2

) 

       = 12t
2

  48t + 76 = 12(t 2)
2

 + 28 

 MA
2

 + MB
2

 nhoû nhaát   t = 2. Khi ñoù M(1; 0; 4) 
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Baøi 9: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2006 

 Trong khoâng gian vôùi heä truïc toïa ñoä Oxyz, cho ñieåm A(0; 1; 2) vaø hai ñöôøng 

thaúng: 

   
 

 


1

x y 1 z 1
d :

2 1 1

;     

 


   
  

2

x 1 t

d : y 1 2t t

z 2 t

 

 1. Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua A, ñoàng thôøi song song d1 vaø d2. 

 2. Tìm toïa ñoä caùc ñieåm M thuoäc d1, N thuoäc d2 sao cho A, M, N thaúng haøng 

Giaûi 

1. Vectô chæ phöông cuûa d1 vaø d2 laàn löôït laø: 
1

u (2; 1; 1)   vaø 
2

u (1; 2; 1)    

  vectô phaùp tuyeán cuûa (P) laø 
1 2

n u ,u ( 1; 3; 5)     
 

  

 Vì (P) qua A(0; 1; 2)   (P) : x + 3y + 5z  13 = 0.   

 Do B(0; 1; 1)  d1, C(1; 1; 2)  d2 nhöng B, C  (P), neân d1, d2 // (P). 

 Vaäy phöông trình maët phaúng caàn tìm laø (P): x + 3y + 5z  13 = 0  

2. Vì M  d1, N  d2  neân M(2m; 1+ m; 1 m), N(1 + n; 12n; 2 + n) 

  AM (2m; m; 3 m); AN (1 n; 2 2n; n)       .   

  AM,AN ( mn 2m 6n 6; 3mn m 3n 3; 5mn 5m).            
 

 

  A,M,N thaúng haøng     
 
AM,AN 0    

  m = 0, n = 1   M(0; 1; 1), N(0; 1; 1). 

Baøi 10: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1 - ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2006 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz hai ñöôøng thaúng  

   1:  

 


   
 

x 1 t

y 1 t t

z 2

  2:
 

 


x 3 y 1 z

1 2 1

 

 1. Vieát phöông trình maët phaúng chöùa ñöôøng thaúng 1 vaø song song vôùi ñöôøng 

thaúng 2. 

 2.  Xaùc ñònh ñieåm A  1, B  2 sao cho ñoaïn AB coù ñoä daøi nhoû nhaát.  

Giaûi 

1. 1 qua M1(1; 1; 2) coù vectô chæ phöông  1
a 1; 1; 0   

 2 qua M2 (3; 1; 0) coù vectô chæ phöông   2
a 1; 2; 1   

  mp (P) chöùa 1 vaø song song vôùi 2 neân (p) coù vectô phaùp tuyeán: 

   1 2
n a ,a 1; 1; 1    

 
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  Phöông trình: (P): (x – 1) – (y + 1) + (z – 2 ) = 0 (vì M1(1; 1; 2)  (P)) 

                        x + y – z + 2 = 0  

2/ AB ngaén nhaát  AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung 

  Phöông trình tham soá 1 :  1

x 1 t

A A 1 t; 1 t; 2y 1 t

z 2

 


      
 

 

  Phöông trình tham soá 2:  2

x 3 t

B B 3 t ; 1 2t ; ty 1 2t

z t

 


       
 

 

          AB 2 t t;2 2t t;t 2  

 Do 

 


 

1

2

AB

AB

 neân 

   
    

  

1

2

AB.a 0 2t 3t 0

t t 0

3t 6t 0AB.a 0

 

  A(1; 1; 2); B(3; 1; 0) . 

Baøi 11:  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho ñieåm A(4; 2; 4) vaø ñöôøng thaúng 

d

  


 
   

x 3 2t

y 1 t

z 1 4t

.  

 Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  ñi qua ñieåm A, caét vaø vuoâng goùc vôùi d. 

Giaûi 

 Laáy M(3 + 2t; 1  t; 1+ 4t)  (d)  AM  = (1 + 2t; 3  t; 5 + 4t) 

 Ta coù AM  (d)    AM .
d

a  = 0  vôùi  
d

a  = (2; 1; 4) 

    2 + 4t  3 + t  20 + 16t = 0      21t = 21    t = 1 

 Vaäy ñöôøng thaúng caàn tìm laø ñöôøng thaúng AM qua A coù vevtô chæ phöông laø: 

 AM  = (3; 2; 1)  neân phöông trình (): 
  

 


x 4 y 2 z 4

3 2 1

. 

 

 

 Vaán ñeà 2:            HÌNH CHIEÁU VAØ ÑOÁI XÖÙNG 
 

A. PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI 
 

HÌNH CHIEÁU 

 

Phöông phaùp 

  Caùch 1: (d) cho bôûi phöông trình tham soá:  

Baøi toaùn 1: Tìm hình chieáu H cuûa ñieåm A treân ñöôøng thaúng (d).  
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  H  (d) suy ra daïng toïa ñoä cuûa ñieåm H phuï thuoäc vaøo tham soá t.  

  Tìm tham soá t nhôø ñieàu kieän 
d

AH a   

  Caùch 2:  

  (d) cho bôûi phöông trình chính taéc.  

  Goïi H(x, y, z)  

  
d

AH a     (*)  

  H  (d): Bieán ñoåi tæ leä thöùc naøy ñeå duøng ñieàu kieän (*), töø ñoù tìm ñöôïc x, y, z 

  Caùch 3:  

  (d) cho bôûi phöông trình toång quaùt:  

  Tìm phöông trình maët phaúng () ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng (d) 

  Giao ñieåm cuûa (d) vaø () chính laø hình chieáu H cuûa A treân (d).  

Baøi toaùn 2: Tìm hình chieáu H cuûa ñieåm A treân maët phaúng ().  

Phöông phaùp  

  Caùch 1: Goïi H(x; y; z) 

  H  ()  (*) 

  AH  cuøng phöông n : Bieán ñoåi tæ leä 

thöùc naøy ñeå duøng ñieàu kieän (*), töø ñoù tìm 

ñöôïc x, y, z.  

  Caùch 2:  

  Tìm phöông trình ñöôøng thaúng (d) ñi 

qua A vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (). 

   Giao ñieåm cuûa (d) vaø () chính laø hình chieáu H cuûa A treân maët phaúng ().  

Baøi toaùn 3: Tìm hình chieáu () cuûa ñöôøng thaúng d xuoáng maët phaúng ().   

Phöông phaùp  

  Tìm phöông trình maët phaúng () chöùa ñöôøng 

thaúng d vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (). 

  Hình chieáu () cuûa d xuoáng maët phaúng 

 chính laø giao tuyeán cuûa () vaø ().  

 

ÑOÁI XÖÙNG 

Baøi toaùn 1: Tìm ñieåm A' ñoái xöùng vôùi ñieåm A qua ñöôøng thaúng d.   

Phöông phaùp  

  Tìm hình chieáu H cuûa A treân d.  

  H laø trung ñieåm AA'.  

H 

 

 A 

(d) 

(d) 

A 

H 

 

 

 

d 

() 
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Baøi toaùn 2: Tìm ñieåm A' ñoái xöùng vôùi ñieåm A qua maët phaúng ().    

Phöông phaùp  

  Tìm hình chieáu H cuûa A treân ().  

  H laø trung ñieåm AA'.  

 

Baøi toaùn 3: Tìm phöông trình ñöôøng thaúng d ñoái xöùng vôùi ñöôøng thaúng (D) qua 

ñöôøng thaúng ().    

Phöông phaùp  

  Tröôøng hôïp 1: () vaø (D) caét nhau.  

  Tìm giao ñieåm M cuûa (D) vaø ().  

  Tìm moät ñieåm A treân (D) khaùc vôùi ñieåm M.  

  Tìm ñieåm A' ñoái xöùng vôùi A qua ().  

  d chính laø ñöôøng thaúng ñi qua 2 ñieåm A' vaø M.  

 

  Tröôøng hôïp 2: () vaø (D) song song:  

  Tìm moät ñieåm A treân (D)  

  Tìm ñieåm A' ñoái xöùng vôùi A qua ()  

  d chính laø ñöôøng thaúng qua A'  

          vaø song song vôùi ().  

Baøi toaùn 4: Tìm phöông trình ñöôøng thaúng d ñoái xöùng vôùi ñöôøng thaúng (D) qua 

maët phaúng ().   

Phöông phaùp  

  Tröôøng hôïp 1: (D) caét ()  

  Tìm giao ñieåm M cuûa (D) vaø ().  

  Tìm moät ñieåm A treân (D) khaùc vôùi ñieåm M.  

  Tìm ñieåm A' ñoái xöùng vôùi A qua maët phaúng ().  

  d chính laø ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm A' vaø M.  

 

  Tröôøng hôïp 2: (D) song song vôùi ().  

 Tìm moät ñieåm A treân (D)  

  Tìm ñieåm A' ñoái xöùng vôùi A qua 

maët phaúng ().  

  d chính laø ñöôøng thaúng qua A' vaø 

song song vôùi (D).   

 

(D) 

() 

A 

A’ 

d 

M 

(D) A 

A’ 

() 

d 

(D) 

A 

 

M 

A’ 

d 

(D) A 

d 

A’ 



Höôùng daãn giaûi CDBT töø caùc ÑTQG Toaùn hoïc –  

 241 

B. ÑEÀ THI 

Baøi 1: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2009  

 Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho maët phaúng (P): x – 2y + 2z – 5 = 0 

vaø hai ñieåm A(3; 0;1), B(1; 1; 3). Trong caùc ñöôøng thaúng ñi qua A vaø song 

song vôùi (P), haõy vieát phöông trình ñöôøng thaúng maø khoaûng caùch töø B ñeán 

ñöôøng thaúng ñoù laø nhoû nhaát. 

Giaûi 

 Goïi  laø ñöôøng thaúng caàn tìm;  naèm trong 

 maët phaúng (Q) qua A vaø song song vôùi (P)  

 Phöông trình (Q): x – 2y + 2z + 1 = 0 

 K, H laø hình chieáu cuûa B treân , (Q).  

 Ta coù BK  BH neân AH laø ñöôøng thaúng caàn tìm 

 Toïa ñoä H = (x; y; z) thoûa maõn: 

x 1 y 1 z 3

1 2 2

x 2y 2z 1 0

  
 


    

  
1 11 7

H ; ;

9 9 9

 
 
 

 

 
26 11 2

AH ; ;

9 9 9

 
  
 

. Vaäy, phöông trình : 
 

 


x 3 y z 1

26 11 2

 

Baøi 2: ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2006 

 Trong khoâng gian vôùi heä truïc toïa ñoä Oxyz, cho ñieåm A(1;2;3) vaø hai ñöôøng 

thaúng: 
     

   
 

1 2

x 2 y 2 z 3 x 1 y 1 z 1
d :    ;    d :

2 1 1 1 2 1

. 

 1/ Tìm toïa ñoä ñieåm A' ñoái xöùng vôùi ñieåm A qua ñöôøng thaúng d1.  

 2/ Vieát phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua A, vuoâng goùc vôùi d1 vaø caét d2. 

Giaûi 

1/ Maët phaúng () ñi qua A(1; 2; 3) vaø vuoâng goùc vôùi d1 coù phöông trình laø: 

  2(x  1)  (y  2) + (z  3) = 0   2x  y + z  3 = 0.  

 Toïa ñoä giao ñieåm H cuûa d1 vaø () laø nghieäm cuûa heä: 

  

x 0x 2 y 2 z 3

y 1 H(0; 1; 2)2 1 1

2x y z 3 0 z 2

  
  

     
      

  

 Vì A' ñoái xöùng vôùi A qua d1 neân H laø trung ñieåm cuûa AA' A'(1; 4; 1)  

2/ Vieát phöông trình ñöôøng thaúng : 

 Vì A' ñoái xöùng vôùi A qua d1 vaø caét d2, neân  ñi qua giao ñieåm B cuûa d2 vaø ().  

 Toïa ñoä giao ñieåm B cuûa d2 vaø () laø nghieäm cuûa heä  

B 

H 

K 

A 
Q 
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x 2x 1 y 1 z 1

y 1 B(2; 1; 2)1 2 1

2x y z 3 0 z 2

  
  

      
       

  

 Vectô chæ phöông cuûa  laø: u AB (1; 3; 5)       

 Phöông trình cuûa  laø: 
  

 
 

x 1 y 2 z 3

1 3 5

 

Baøi 3: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1 - ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2006 

 Trong khoâng gian vôùi heä truïc toïa ñoä Oxyz cho hình laêng truï ñöùng ABC.A'B'C' coù 

A(0; 0; 0), B(2; 0; 0), C(0; 2; 0), A'(0; 0; 2) 

 1/ Chöùng minh A'C vuoâng goùc vôùi BC'. Vieát phöông trình maët phaúng (ABC') 

 2/  Vieát phöông trình hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñöôøng thaúng B'C' treân maët 

phaúng (ABC') 

Giaûi 

1/ A(0; 0; 0), B(2; 0; 0), C(0; 2; 0), A'(0; 0; 2)  C'(0; 2; 2) 

 Ta coù:     A C (0;2; 2), BC ( 2;2;2)  

 Suy ra         A C.BC 0 4 4 0 A C BC  

 Ta coù: 

 
  

 

A C BC

A C (ABC )

A C AB

 

 Suy ra (ABC') qua A(0; 0; 0) vaø coù vectô phaùp tuyeán laø A C (0; 2; 2)    neân coù 

phöông trình laø: (ABC') 0(x – 0) + 2(y – 0) – 2(z – 0) = 0  y – z = 0  

2/ Ta coù: B C BC ( 2; 2; 0)      

 Goïi () laø maët phaúng chöùa B'C' vaø vuoâng goùc vôùi (ABC')  

  vectô phaùp tuyeán cuûa () laø: n B C ,A C 4(1; 1; 1)     
 

 

  Phöông trình (): 1(x – 0) + 1(y – 2) + 1(z – 2) = 0    x + y + z – 4 = 0  

 Hình chieáu d cuûa B'C' leân (ABC') laø giao tuyeán cuûa () vôùi (ABC') 

  Phöông trình d: 

   


 

x y z 4 0

y z 0

 

Baøi 4: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1  

     Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho hình hoäp chöõ nhaät ABCD A1B1C1D1 

coù A truøng vôùi goác toïa ñoä O,  B(1; 0; 0), D(0; 1; 0), A1(0; 0; 2 ). 

 a/ Vieát phöông trình mp(P) ñi qua 3 ñieåm A1, B, C vaø vieát phöông trình hình  

 chieáu vuoâng goùc cuûa ñöôøng thaúng B1D1 leân maët phaúng (P). 

 b/  Goïi (Q) laø maët phaúng qua A vaø vuoâng goùc vôùi A1C. Tính dieän tích thieát  

 dieän cuûa hình choùp A1ABCD vôùi maët phaúng (Q). 
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Giaûi  

 Ta coù: A(0; 0; 0); B1 (1; 0; 2 ); C1 (1; 1; 2 ); D1 (0; 1; 2 )  

a/    1 1
A B 1; 0; 2 , A C 1; 1; 2     

      
 P 1 1

n A B; A C 2; 0; 1  

 (P) qua A1 vaø nhaän 
P

n  laøm vectô phaùp tuyeán 

 (P):           2 x 0 0 y 0 1 z 2 0  

    2.x z 2 0  

 Ta coù  1 1
B D 1; 1; 0   

  Maët phaúng () qua B1 (1; 0; 2 )  

  nhaän  P 1 1
n n , B D 1; 1; 2

    
 

  

  laøm vectô phaùp tuyeán. Neân () coù phöông trình: 

  (): 1(x – 1) – 1(y – 0) + 2 (z  2 ) = 0  

    x + y   2z 1 0  

  D1B1 coù hình chieáu leân (P) chính laø giao tuyeán cuûa (P) vaø ()  

  Phöông trình hình chieáu laø: 

    


  

x y 2z 1 0

2x z 2 0

 

b/ Phöông trình maët phaúng (Q) qua A vaø vuoâng goùc vôùi A1C: 

            (Q): x + y  2 z = 0       (1) 

  Phöông trình A1C : 

 

 

 

 

 


  


 

x 0 t 2

y 0 t 3 t

z 2 2t 4

 

  Goïi M = A1C  (Q) thay (2) (3) (4) vaøo (1) ta ñöôïc  

  1 + t      
1

2 2 2t 0 t

2

 







 






1
x

2

1
y

2

2
z

2

  M 
1 1 2

; ;

2 2 2

 
  
 

  

  Töông töï A1D  (Q) = N 
2 2

0; ;

3 3

 
  
 

; A1B  (Q) = L 
2 2

; 0;

3 3

 
  
 

 

B1 

A1 D1 

C1 

A 
D 

C 

B 

x 

y 

z 
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      
1 1

AM 1;1; 2 ; AL 2; 0; 2

2 3

      
 

1
AM,AL 2; 2; 2

6

 

  
AML

1 2
S AM; AL

2 6


  
 

 

    
2

NL 1; 1; 0

3

 vaø   
1

NM 3; 1; 2

6

   


   
 

2
NL,NM 1; 1; 2

9

 

  
  
 NML

1 2
S NL,NM

2 9

 (ñvdt) 

 Vaäy dieän tích thieát dieän hình choùp A1ABCD vôùi (Q) laø:  

       
AML NLM

2 2 5 2
S S S

6 9 18

 (ñvdt) 

Baøi 5: ÑEÀ DÖÏ BÒ 2  

   Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho caùc ñieåm A(2; 0; 0), B(2; 2; 0), S(0; 0; m) 

 a/ Khi m = 2. Tìm toïa ñoä ñieåm C ñoái xöùng vôùi goác toïa ñoä O qua maët phaúng  

(SAB). 

 b/ Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa O treân ñöôøng thaúng SA. Chöùng minh  

raèng vôùi moïi m > 0 thì dieän tích tam giaùc OBH nhoû hôn 2. 

Giaûi 

a/ Khi m = 2. Ta coù: 

        
 

SA 2(1; 0; 1), SB 2(1; 1; 1), n SA,SB 4(1; 0; 1)  

  Maët phaúng (SAB) qua A(0; 0; 2) vaø coù n 4(1;0;1) , (SAB): x + z – 2 = 0 (1) 

  d ñi qua O vaø d  (SAB)  
d

a (1; 0; 1) .  

          Phöông trình tham soá d:  




 
 

x t (2)

y 0 (3) t

z t (4)

   

  I = d  (SAB) ta thay (2), (3), (4) vaøo (1)  t = 1  I(1; 0; 1) 

  Vì C, O ñoái xöùng qua (SAB) neân I laø trung ñieåm OC  

   

C I O

C I O

C I O

x 2x x 2

y 2y y 0

z 2z z 2

  


  
   

  C(2; 0; 2) 

b/  Phöông trình maët phaúng () qua O vaø vuoâng goùc SA (nhaän SA  laøm vectô phaùp 

tuyeán) (): 2x – mz = 0   (1) 
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  Phöông trình tham soá SA:  

 


 
  

x 0 2t (2)

y 0 (3) t

z m mt (4)

 

  Thay (2), (3), (4) vaøo (1): 4t – m
2

 + m
2

t = 0  


2

2

m
t

m 4

 

   SA  () = 

2

2 2

2m 4m
H ; 0;

m 4 m 4

 
 
   

 

   

2

2 2 2

2m 4m 2m
OH ; 0; (m; 0; 2)

m 4 m 4 m 4

 
  
    

; OB (2; 2; 0) 2(1; 1; 0)   

  
2

4m
OH, OB ( 2; 2; m)

m 4

   
 


 

  


     
 

  

4 2

2

OBH 2 4 2

1 2m m 8m
S OH,OB 8 m 2 2

2 m 4 m 8m 16

 (ñpcm) 

Baøi 6:  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcaùc vuoâng goùc Oxyz cho hai ñöôøng thaúng: 

   

 
    

    
      

1 2

x 1 t

x 2y z 4 0

  vaø   y 2 t

x 2y 2z 4 0

z 1 2t

 

 a/ Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa ñöôøng thaúng 1 vaø song song ñöôøng 

thaúng 2. 

 b/ Cho ñieåm M(2; 1; 4). Tìm toïa ñoä ñieåm H thuoäc ñöôøng thaúng 2 sao cho 

ñoaïn thaúng MH coù ñoä daøi nhoû nhaát. 

Giaûi 

a/ Ta coù      11 2
a 2; 3; 4 ,  a 1; 1; 2 ,   qua  M 0; 2; 0      

 Maët phaúng (P) coù vectô phaùp tuyeán      
 1 2
a ,a 2;0; 1  

 Vaäy (P) qua M(0; 2; 0), vaø vectô phaùp tuyeán  n  = (2; 0; 1)  

 Neân phöông trình  (P): 2(x  0) + 0 (y + 2)  1 (z  0) = 0 

                                   2x  z = 0 

b/  
min 2

 MH   MH   H laø hình chieáu cuûa ñieåm M treân 2 

 Caùch 1:  Goïi (Q) laø maët phaúng qua M vaø vuoâng goùc vôùi 2 

      Phöông trình  (Q): x + y + 2z  11 = 0 

     {H} = (Q)    2      H(2; 3; 3) 
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 Caùch 2:         
2

MH 1 t;1 t; 3 2t   vôùi  H   

       Do     
2

MH . a 0  t 1 .  Vaäy ñieåm  H(2; 3; 3). 

Baøi 7: ÑEÀ DÖÏ BÒ 2  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcaùc vuoâng goùc Oxyz.  

 Cho maët phaúng (P): x  y + z + 3 = 0 vaø 2 ñieåm A (1; 3; 2), B (5; 7; 12). 

 a/ Tìm toïa ñoä ñieåm A' ñieåm ñoái xöùng vôùi ñieåm A qua maët phaúng (P). 

 b/ Giaû söû M laø moät ñieåm chaïy treân maët phaúng (P). Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa  

bieåu thöùc MA + MB. 

Giaûi 

a/  (P): x – y + z + 3 = 0 (1)  
p

n (1; 1; 1) 

 Goïi d qua A vaø d  P   
d p

a n (1; 1; 1) 

 d qua A(1; 3; 2) coù vectô chæ phöông 
d

a (1; 1; 1) 

 Phöông trình d: 

  


  
   

x 1 t (2)

y 3 t (3)

z 2 t (4)

 thay (2), (3), (4) vaøo (1) ta ñöôïc: t = 1  

     Ta coù AA'  (P) = H(2; 2; 3) 

  Vì H laø trung ñieåm AA' (A' laø ñieåm ñoái xöùng A qua (P) 

 Ta coù:  
 

 

 

    
 

        
     

A H A A

A H A A

A H A A

x 2x x x 3

A 3 ; 1; 4y 2y y y 1

z 2z z z 4

 

b/ Goïi f(x; y; z) = x – y + z + 3  

 

 

f( 1;  3;  2) =  1 + 3  2 + 3 = 3 > 0

f 5; 7; 12 5 7 12 3 3 0

 


        
  A, B cuøng phía ñoái vôùi (P) 

 Do A, A' ñoái xöùng qua (P)  MA = MA' 

 Ta coù: MA + MB = MA' + MB  A'B = 18 

 Vaäy giaù trò nhoû nhaát cuûa MA + MB = 18 xaûy ra  A, B, M thaúng haøng 

                              M = A'B  (P)  M(4; 3; 4). 
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   Vaán ñeà 3:    KHOAÛNG CAÙCH VAØ GOÙC 
 

A. PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI 

 

KHOAÛNG CAÙCH 

Baøi toaùn 1: Tính khoaûng caùch töø ñieåm M(x0, y0, z0) ñeán maët phaúng (). 

    Ax + By + Cz + D = 0   (A
2

 + B
2

 + C
2

  0) 

Phöông phaùp  

       
  


 

0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D

d M,

A B C

   

Baøi toaùn 2: Tính khoaûng caùch töø ñieåm M ñeán ñöôøng thaúng ().     

Phöông phaùp  

  Tìm hình chieáu H cuûa M treân (). 

  Khoaûng caùch töø M ñeán () chính laø ñoä daøi ñoaïn MH.  

Baøi toaùn 3: Tính khoaûng caùch giöõa 2 ñöôøng thaúng song song d1 vaø d2.      

Phöông phaùp  

  Tìm moät ñieåm A treân d.   

  Khoaûng caùch giöõa d1 vaø d2 chính laø khoaûng caùch töø ñieåm A ñeán d2.  

Baøi toaùn 4: Tính khoaûng caùch giöõa 2 maët phaúng song song   

   ():  Ax + By + Cz + D1 = 0 

 Vaø ():  Ax + By + Cz + D2 = 0      

Phöông phaùp  

 Khoaûng caùch giöõa () vaø () ñöôïc cho bôûi coâng thöùc:  

       



 

1 2

2 2 2

D D

d ,

A B C

 

Baøi toaùn 5: Tính khoaûng caùch giöõa 2 ñöôøng thaúng cheùo nhau d1 vaø d2.      

Phöông phaùp  

  Caùch 1:  

  Tìm phöông trình maët phaúng () chöùa d1 vaø song song vôùi d2.  

  Tìm moät ñieåm A treân d2.  

  Khi ñoù d(d1, d2) = d(A, ()) 

  Caùch 2:  

  Tìm phöông trình maët phaúng () chöùa d1 vaø song song vôùi d2.  

  Tìm phuông trình maët phaúng () chöùa d2 vaø song song vôùi d1.  

  Khi ñoù d(d1, d2) = d((), ())  
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 + Ghi chuù:  

  Maët phaúng () vaø () chính laø 2 maët phaúng song song vôùi nhau vaø laàn löôït 

chöùa d1 vaø d2.  

  Caùch 3: 

  Vieát d2 döôùi daïng phöông trình tham soá theo t1.  

  Vieát d2 döôùi daïng phöông trình tham soá theo t2.  

  Xem A  d1  daïng toïa ñoä A theo t1.  

  Xem B   d2  daïng toïa ñoä B theo t2.  

  Tìm vectô chæ phöông 
1

a , 
2

a  laàn löôït cuûa d1 vaø d2.  

  AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung d1 vaø d2.  

     

 
 



1

2

AB a

AB a

 tìm ñöôïc t1 vaø t2.  

 Khi ñoù d(d1, d2) = AB    

 Caùch 4 :   1 2
d d ,d

 
 


 
 

1 2 1 2

1 2

a ,a .M M

a ,a

 

GOÙC 

 Cho 2 ñöôøng thaúng d vaø d' coù phöông trình:  

    d: 
  

 0 0 0
x x y y z z

a b c

 (a
2

 + b
2

 + c
2

  0) 

    d’: 

   
 

  
0 0 0

x x y y z z

a b c

   2 2 2
a b c 0      

 Cho 2 maët phaúng  vaø  coù phöông trình:  

    (): Ax + By + Cz + D = 0  (A
2

 + B
2

 + C
2

  0) 

    (): A'x + B'y + C'z + D' = 0   2 2 2
A B C 0      

1. Goùc giöõa hai ñöôøng thaúng d vaø d':  

    

   
 

     2 2 2 2 2 2

aa bb cc

cos

a b c . a b c

 

2. Goùc giöõa hai maët phaúng () vaø ():  

    

   
 

     2 2 2 2 2 2

AA BB CC

cos

A B C . A B C

  

3. Goùc giöõa hai ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng ():  
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 
 

   2 2 2 2 2 2

Aa Bb Cc

sin

A B C . a b c

 

 

 

B. ÑEÀ THI 

Baøi 1: ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2011  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho hai ñieåm A(2; 0; 1), B(0;–2; 3) vaø 

maët phaúng (P): 2x – y – z + 4 = 0.  

 Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc (P) sao cho MA = MB = 3.  

Giaûi 

 Giaû söû M(x; y; z). 

   M  (P)  2x – y – z + 4 = 0       (1). 

   MA = MB  (x – 2)
2

 + y
2

 + (z – 1)
2

 = x
2

 + (y + 2)
2

 + (z – 3)
2

     

          x + y – z + 2 = 0        (2). 

   Töø (1) vaø (2) ta coù 

    


   

2x y z 4 0

x y z 2 0

  

    


   

y z 2x 4   (a)

y z x 2       (b)

 

     Laáy (a) tröø (b) ñöôïc: 



x 2

y

2

. Laáy (a) coäng (b) ñöôïc: 



3x 6

z

2

 

   MA = 3  (x – 2)
2

 + y
2

 + (z – 1)
2

 = 9  

           
    

       
   

2 2

2 x 2 3x 6
x 2 1 9

2 2

  

    14x
2

 + 12x = 0  x = 0 hoaëc x = 
6

7

 

  Vôùi x = 0, suy ra y = 1 vaø z = 3. 

  Vôùi x = 
6

7

, suy ra y = 
4

7

 vaø z = 
12

7

. 

  Vaäy M(0; 1; 3) hay M
6 4 12

; ;

7 7 7

 
 
 

. 

Caùch 2 :  

   MA = MB  M naèm treân maët phaúng trung tröïc (Q) cuûa ñoaïn AB 

   Maët phaúng (Q) ñi qua trung ñieåm I(1; –1; 2) cuûa ñoaïn AB vaø coù veùctô phaùp 

tuyeán laø  IA 1; 1; 1   neân coù phöông trình x + y – z + 2 = 0 . 

   Maët khaùc M coøn naèm treân maët phaúng (P) neân M naèm treân giao tuyeán  cuûa 

(P) vaø (Q) 
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   Giao tuyeán  ñi qua A(0; 1; 3) vaø coù veùctô chæ phöông  a 2; 1; 3  neân coù 

phöông trình  

x 2t

y 1 t   t R

z 3 3t




  
  

 

   Vì M  neân M(2t; 1 + t; 3 + 3t) 

   MA = 3  (2 – 2t)
2

 + (–1 – t)
2

 + (–2 – 3t)
2

 = 9  t = 0 hoaëc t = 
3

7

  

 Vaäy M(0; 1; 3) hay M
6 4 12

; ;

7 7 7

 
 
 

. 

Baøi 1: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2011  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng :
x 2 y 1 z

1 2 1

 
 

 
 vaø 

maët phaúng (P): x + y + z – 3 = 0. Goïi I laø giao ñieåm cuûa  vaø (P). Tìm toïa ñoä ñieåm 

M thuoäc (P) sao cho MI vuoâng goùc vôùi  vaø MI = 4 14 . 

Giaûi 

   I laø giao ñieåm cuûa  vaø (P) neân toïa ñoä I laø nghieäm cuûa heä phöông trình: 

           

x 2 y 1 z

1 2 1

x y z 3 0

 
 

 
    

 

x 2 y 1

1 2

y 1 z

2 1

x y z 3 0

 
 





  


   



x 1

y 1

z 1





 

 . Suy ra: I(1; 1; 1). 

      Giaû söû M(x; y; z), thì:  IM x 1; y 1; z 1    . 

      Veùctô chæ phöông cuûa ñöôøng thaúng  laø:  a 1; 2; 1   .    

      Theo giaû thieát ta coù: 

          +) M  (P)  x + y + z – 3 = 0       (1)  

          +) MI      IM a IM.a 0 1(x – 1) – 2(y – 1) – 1(z – 1) = 0 

                                                                    x – 2y – z + 2 = 0    (2). 

          +) MI = 4 14        
2 2 2

x 1 y 1 z 1 224          (3) . 

      Laáy (1) coäng (2) ta ñöôïc: 2x – y – 1 = 0  y = 2x – 1. 

      Theá y = 2x – 1 vaøo (1) ta ñöôïc: x + (2x – 1) + z – 3 = 0  z = 4 – 3x.  

      Theá y = 2x – 1 vaø z = 4 – 3x vaøo (3) ta ñöôïc: 

            
2 2 2

x 1 2x 2 3 3x 224          
2

x 1 16 x = 5 hoaëc x =–3 . 

     Vôùi x = 5 thì y = 9 vaø z = –11. Vôùi x = –3 thì y = –7 vaø z = 13. 

     Vaäy M(5; 9; –11) hoaëc M(–3; –7; 13). 
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Baøi 1: ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2010  

 Trong khoâng gian toïa ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng 
x 1 y z 2

:

2 1 1

 
  


vaø maët 

phaúng (P): x  2y + z = 0. Goïi C laø giao ñieåm cuûa  vôùi (P), M laø ñieåm thuoäc . 

Tính khoaûng caùch töø M ñeán (P), bieát MC = 6 .    

Giaûi 

 Ta coù:  C    neân C (1 + 2t; t; –2 – t) vôùi t   

        C  (P) neân (1 + 2t) – 2t – 2 – t = 0  t = –1. Do đoù  C (–1; –1; –1) 

        M     neân M (1 + 2m; m; –2 – m)  (m  ) 

    MC
2

 = 6  (2m + 2)
2

 + (m + 1)
2

 + (–m – 1)
2

 = 6  6(m + 1)
2

 = 6  m + 1 = 1 

              m = 0 hay m = –2 

   Vậy M1 (1; 0; –2) ; M2 (–3; –2; 0) 

 Do đoù: d (M1, (P)) = 

 


1 0 2 1

6 6

;  d (M2, (P)) = 

  


3 4 0 1

6 6

. 

Baøi 2: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2010  

 Trong khoâng gian toïa ñoä Oxyz, cho caùc ñieåm A (1; 0; 0), B (0; b; 0), C (0; 0; c), 

trong ñoù b, c döông vaø maët phaúng (P): y – z + 1 = 0. Xaùc ñònh b vaø c, bieát maët 

phaúng (ABC) vuoâng goùc vôùi maët phaúng (P) vaø khoaûng caùch töø ñieåm  O ñeán maët 

phaúng (ABC) baèng 
1

3

.  

Giaûi 

 Phöông trình maët phaúng (ABC):   
x y z

1

1 b c

  bc.x + cy + bz – bc = 0  

 Vì d (O, ABC) = 
1

3

 neân 

 2 2 2 2

bc 1

3
b c b c

  9b
2

c
2

 = b
2

c
2

 + b
2

 + c
2

 

                                                                                  b
2

 + c
2

 = 8b
2

c
2

   (1) 

 (P): y – z + 1 = 0 coù vectô phaùp tuyeán laø  Pn (0; 1; 1)  . 

 (ABC) coù vectơ phaùp tuyến laø n (bc;  c;  b) . 

 Vì (P) vuoâng goùc với (ABC) neân   
P P

n n n.n 0   c – b = 0   (2) . 

 Từ (1), (2) vaø b, c > 0 suy ra: b = c = 
1

2

. 

Baøi 3: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2010 

 Trong khoâng gian toïa ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng : 


 
x y 1 z

2 1 2

. Xaùc ñònh 

toïa ñoä ñieåm M treân truïc hoaønh sao cho khoaûng caùch töø M ñeán  baèng OM. 
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Giaûi 

 Ta coù  M  Ox  M (m; 0; 0) (m ) suy ra OM = |m| . 

    Ñöôøng thaúng  qua N (0; 1; 0) vaø coù vectô chæ phöông a = (2; 1; 2) . 

     NM (m; 1;  0)    a ,  NM (2;  2m; 2 m)    
 

  

 Ta coù: d (M, ) = OM  

a,  NM

OM

a

 
 

   
 


2

5m 4m 8
m

3

 

                                       4m
2

 – 4m – 8 = 0  m = 1 hay m = 2.  

     Vaäy M (1; 0; 0) hay M (2; 0; 0) . 

Baøi 4: ÑAÏI HOÏC KHOÁI  D NAÊM 2010 

 Trong khoâng gian toïa ñoä Oxyz, cho hai maët phaúng (P): x + y + z  3 = 0 vaø 

(Q): x  y + z  1 = 0. Vieát phöông trình maët phaúng (R) vuoâng goùcvôùi (P) vaø (Q) 

sao cho khoaûng caùch töø O ñeán (R) baèng 2. 

Giaûi 

    Maët phaúng (P) coù vectô phaùp tuyeán laø  Pn (1;  1;  1) . 

     Maët phaúng (Q) coù vectô phaùp tuyeán laø  Qm (1; 1;  1)  . 

     Maët phaúng (R) vuoâng goùc vôùi (P) vaø (Q) neân coù vectô phaùp tuyeán laø         

              (Q)(R) (P)
k n , m (2;0; 2) 2(1;  0; 1)     

 
 

     Do ñoù phöông trình (R) coù daïng : x  z + D = 0.  

     Ta coù: d (O; (R)) = 2     
D

2 D 2 2

2

 . 

 Vaäy phöông trình (R):      x z 2 2 0 hay x z 2 2 0  

Baøi 5: ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2010 

 Trong khoâng gian toïa ñoä Oxyz, cho hai ñöôøng thaúng 

              1: 

 



 

x 3 t

y t

z t

vaø  2: 
 

 
x 2 y 1 z

2 1 2

.  

   Xaùc ñònh toïa ñoä ñieåm M thuoäc 1 sao cho khoaûng caùch töø M ñeán 2  baèng 1. 

Giaûi 

 M  1  M(3 + t; t; t) 

     2 qua A(2; 1; 0) vaø coù vectô chæ phöông 
2

a (2;  1;  2) . 

 Ta coù: AM (1 t;  t 1;  t)    
2

[a ,AM] (2 t;  2;  t 3)     
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 Giaû thieát cho: d(M; 2) = 1  

  
2

2

[a ,  AM]

1

a

 
   

 
 

2 2
(2 t) 4 (t 3)

1

4 1 4

 

         
       

  

2 2
2t 10t 17 3 2t 10t 8 0

t 1hay t 4

 

            t 1 M(4; 1;  1);t 4 M(7; 4;  4)  

Baøi 6: CAO ÑAÚNG KHOÁI A, B, D NAÊM 2010 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng d: 


 


x y 1 z

2 1 1

vaø 

maët phaúng (P): 2x – y + 2z – 2 = 0. 

1. Vieát phöông trình maët phaúng chöùa d vaø vuoâng goùc vôùi (P). 

2. Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc d sao cho M caùch ñeàu goác toïa ñoä O vaø maët phaúng (P). 

Giaûi 

1. d qua A (0; 1; 0) coù 1 vectơ chỉ phương laø da  = (–2; 1; 1) 

 (P) coù 1 vectơ chỉ phương laø 
(P)

n  = (2; –1; 2) 

 () chứa d vaø vuoâng goùc với (P) neân: 

 () qua A (0; 1; 0) vaø coù 1 vectơ chỉ phương:  

        (P)(d)( )
n a , n 3(1;  2;  0)

  
 

 

 Phương trình mặt phẳng (): (x – 0) + 2(y – 1) = 0   x + 2y – 2 = 0 

2. M  d  M (–2t; 1 + t; t) 

 M caùch đều O vaø (P)  OM = d (M , (P)) 

  

    
   

 

2 2 2
2( 2t) (1 t) 2(t) 2

4t (1 t) t

4 1 4

 

     2
6t 2t 1 t 1   t = 0  M (0; 1; 0) 

Baøi 7: ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2009 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho maët phaúng (P): x – 2y + 2z – 1 = 0 

vaø hai ñöôøng thaúng 1: 
 

 
x 1 y z 9

1 1 6

;  2: 
  

 


x 1 y 3 z 1

2 1 2

. Xaùc ñònh toïa 

ñoä ñieåm M thuoäc ñöôøng thaúng 1 sao cho khoaûng caùch töø M ñeán ñöôøng thaúng 2 

vaø khoaûng caùch töø M ñeán maët phaúng (P) baèng nhau. 

Giaûi 

 2 qua A(1; 3; 1) vaø coù vectô chæ phöông  u 2; 1; 2   

 M  1  M(1 + t; t; 9 + 6t) 

    MA 2 t; 3 t; 8 6t , MA, u 8t 14; 20 14t; t 4        
 
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      
 

2
MA,u 3 29t 88t 68  

 Khoaûng caùch töø M ñeán 2:  
 
 

    2

2

MA,u

d M, 29t 88t 68

u

 

 Khoaûng caùch töø M ñeán (P):   
 

      
 

  
22 2

1 t 2t 12t 18 1 11t 20

d M, P

3
1 2 2

 

 Giaû thieát suy ra: 


  2

11t 20

29t 88t 68

3

  

     35t
2

 – 88t + 53 = 0   t = 1 hoaëc t = 
53

35

 

 Ta coù  
53 18 53 3

t 1 M 0; 1; 3 ;  t M ; ;

35 35 35 35

 
      

 
 

Baøi 8: ÑAÏI HOÏC KHOÁI  B NAÊM 2009 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho töù dieän ABCD coù caùc ñænh A(1; 2; 1), 

B(2; 1; 3), C(2; 1; 1) vaø D(0; 3; 1). Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua A, B 

sao cho khoaûng caùch töø C ñeán (P) baèng khoaûng caùch töø D ñeán (P). 

Giaûi 

 Maët phaúng (P) thoûa maõn yeâu caàu baøi toaùn trong hai tröôøng hôïp sau:  

 Tröôøng hôïp 1: (P) qua A, B vaø song song vôùi CD 

 Vectô phaùp tuyeán cuûa (P):  
 

n AB,CD  

              AB 3; 1; 2 , CD 2; 4; 0 n 2 4; 2; 7  

 Phöông trình (P): 4x + 2y + 7z – 15 = 0 

 Tröôøng hôïp 2: (P) qua A, B vaø caét CD. Suy ra (P) caét CD taïi trung ñieåm I cuûa CD.  

 Ta coù I(1; 1; 1)   AI 0; 1; 0  ; vectô phaùp tuyeán cuûa (P):  

    n AB, AI 2; 0; 3  
 

 

 Phöông trình (P): 2x + 3z – 5 = 0  

 Vaäy (P): 4x + 2y + 7z – 15 = 0 hoaëc (P): 2x + 3z – 5 = 0   

Baøi 9: ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2008 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ñieåm A(2; 5; 3) vaø ñöôøng thaúng  

       
 

 
x 1 y z 2

d :

2 1 2

 

 1/ Tìm toïa ñoä hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñieåm A treân ñöôøng thaúng d. 
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 2/ Vieát phöông trình maët phaúng () chöùa d sao cho khoaûng caùch töø A ñeán 

() lôùn nhaát. 

Giaûi 

1/ Goïi H(1 + 2t; t; 2 + 2t)  d. 

  AH (2t 1; t 5; 2t 1)     

  Vectô chæ phöông cuûa d: a (2; 1; 2)  

  Yeâu caàu baøi toaùn: AH a   2(2t – 1) + (t – 5) + 2(2t – 1) = 0 

     t = 1  H(3; 1; 4) laø hình chieáu cuûa A leân d. 

2/ Phöông trình toång quaùt cuûa d: 

  


  

x 2y 1 0

2y z 2 0

 

 Caùch 1: () chöùa d neân: (): m(x – 2y – 1) + n(2y – z + 2) = 0 (m
2

 + n
2

  0) 

     mx + (2n – 2m)y – nz – m + 2n = 0 

   
 

 

 2 2

9m 9n

d M,( )

5m 5n 8mn

 

  Vì () chöùa d vaø d(M, ()) lôùn nhaát  d(M, ()) = AH 

   


  

 2 2

9n 9m

1 16 1

5m 5n 8mn

 

   9(n – m)
2

 = 2(5m
2

 + 5n
2

 – 8mn)  m
2

 + n
2

 + 2mn = 0 

   Choïn n = 1  m = 1 

   Vaäy (): x – 4y + z – 3 = 0. 

 Caùch 2: Maët phaúng () chöùa d vaø d(A; ()) lôùn nhaát  

   () ñi qua H vaø vuoâng goùc AH. 

   

 ñi qua H(3; 1; 4)

( ) :

coù vectô phaùp tuyeán: AH (1; 4; 1)


 

 
 

   Phöông trình (): 1(x – 3) – 4(y – 1) + 1(z – 4) = 0  x – 4y + z – 3 = 0. 

Baøi 10: ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2006  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho hình laäp phöông ABCD.A'B'C'D' 

vôùi A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), D(0; 1; 0), A'(0; 0; 1). Goïi M vaø N laàn löôït laø trung ñieåm 

cuûa AB vaø CD. 

 1/ Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng A'C vaø MN. 

 2/ Vieát phöông trình maët phaúng chöùa A'C vaø taïo vôùi maët phaúng Oxy moät goùc 

 bieát cos  = 
1

6

. 
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Giaûi 

1/ Goïi (P) laø maët phaúng chöùa A'C vaø song song vôùi MN. Khi ñoù: 

 d(A'C, MN) = d(M, (P)).   

 Ta coù:  C(1; 1; 0), M
1

; 0; 0

2

 
 
 

,  N
1

; 1; 0

2

 
 
 

, A'C (1; 1; 1),  MN(0; 1; 0)   

    
1 1 1   1 1    1

A C, MN ; ; 1; 0; 1

1   0   0   0 0   1

  
     

 
  

 Maët phaúng (P) ñi qua ñieåm A'(0; 0; 1), coù vectô phaùp tuyeán n (1; 0; 1) coù phöông 

trình laø: 1.(x  0) + 0.(y  0) + 1.(z  1) = 0  x + z  1 = 0.  

 Vaäy d(A'C, MN) = d(M, (P)) = 

 



 2 2 2

1
0 1

12

2 21 0 1

  

 Caùch khaùc: d(A'C,MN) = 

 
 

 
 

A'C,MN A'M

A'C,MN


1

2 2

 

2/ Goïi maët phaúng caàn tìm laø (Q): ax + by + cz + d = 0   (a
2

 + b
2

 + c
2

 > 0). 

 Vì (Q) ñi qua A'(0; 0; 1) vaø C(1; 1; 0) neân 

 
    

  

c d 0

c d a b

a b d 0

 

 Do ñoù phöông trình (Q) coù daïng: ax + by + (a + b)z  (a + b) = 0  

 Maët phaúng (Q) coù vectô phaùp tuyeán n (a; b; a b)   

 Maët phaúng Oxy coù vectô phaùp tuyeán k (0; 0; 1)  

 Vì goùc giöõa (Q) vaø (Oxy) laø   maø cos =   
1 1

 neân cos n,k

6 6

  

  


     

  

2 2 2

2 2 2

a b 1
6(a b) 2(a b ab)

6a b (a b)

 

  a = 2b hoaëc b = 2a.   

 Vôùi a = 2b, choïn b = 1, ñöôïc maët phaúng (Q1): 2x  y + z  1 = 0 

 Vôùi b = 2a, choïn a = 1, ñöôïc maët phaúng (Q2): x  2y  z + 1 = 0  

Baøi 11: ÑEÀ DÖÏ BÒ 2- ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2006  

 Trong khoâng gian vôùi heä truïc toïa ñoä Oxyz cho A(1; 2; 0), B(0; 4; 0), C(0; 0; 3) 

 1/ Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua O vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC) 

 2/  Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa OA sao cho khoaûng caùch töø B ñeán 

(P) baèng khoaûng caùch töø C ñeán (P). 
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Giaûi 

1/ Ta coù: 
 
 

a AB,AC = (6; 3; 4). Neân phöông trình  qua O vaø vuoâng goùc (ABC)  

                       :  
x y z

6 3 4

 

2/ (P): Ax + By + Cz + D = 0; (A
2

 + B
2

 + C
2

  0)  

  O   (P):  D =  0 

  A  (P)  A + 2B = 0  A = 2B 

  d(B; (P)) = d(C; (P))       4B D 3C D 4B 3C  

  Choïn C = 4  B = 3; A = 6  (P1): 6x + 3y + 4z = 0.  

  Choïn C = 4  B = 3; A = 6  (P2): 6x + 3y – 4z = 0.  

Baøi 12: ÑAÏI HOÏC KHOÁI  A NAÊM 2005  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho ñöôøng thaúng  

  d: 
  

 


x 1 y 3 z 3

1 2 1

 vaø maët phaúng (P): 2x + y  2z + 9 = 0 

 a/ Tìm toïa ñoä ñieåm I thuoäc d sao cho khoaûng caùch töø I ñeán maët phaúng (P) baèng 2. 

 b/ Tìm toïa ñoä giao ñieåm A cuûa ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng (P). Vieát phöông 

trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng  naèm trong maët phaúng (P), bieát  ñi qua A vaø 

vuoâng goùc vôùi d. 

Giaûi 

a/ Phöông trình cuûa tham soá cuûa d:  

 


   
  

x 1 t

y 3 2t t

z 3 t

  

 I  d  I(1  t; 3 + 2t; 3 + t),  
 


2t 2

d I,(P)

3

.  

  


     
 

t 4

d I,(P) 2 1 t 3

t 2

   

 Vaäy coù hai ñieåm I1(3; 5; 7), I2(3; 7; 1).   

b/ Vì A  d neân A(1  t; 3 + 2t; 3 + t). 

 Ta coù A  (P)  2(1  t) + (3 + 2t)  2(3 + t) + 9 = 0  t = 1. 

 Vaäy A(0; 1; 4).     

 Maët phaúng (P) coù vectô phaùp tuyeán n (2; 1; 2).   

 Ñöôøng thaúng d coù vectô chæ phöông u ( 1; 2; 1).   

 Vì   (P) vaø   d neân  coù vectô chæ phöông 
   
 

u n,u (5; 0; 5) 5(1;0;1).   
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 Phöông trình tham soá  :  




  
  

x t

y 1 t

z 4 t

 

Baøi 13:  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD  

laø hình thoi, AC caét BD taïi goác O. Bieát A(2; 0; 0); B(0; 1; 0); S(0; 0; 2 2 ).  

Goïi M laø trung ñieåm cuûa caïnh SC. 

 a/ Tính goùc vaø khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng SA, BM. 

 b/ Giaû söû maët phaúng (ABM) caét ñöôøng thaúng SD taïi ñieåm N. Tính theå tích 

khoái choùp S.ABMN. 

Giaûi 

     Caùch 1: 

 Töø giaû thieát suy ra SO  (ABCD).  

             SA = SC = 2 3  

a/ Ta coù  OM // SA     SA,MB  laø OMB  

    OB  (SAC)    OB  OM 

    OBM coù tan OMB  = 
OB

OM

 

    tan OMB  = 
1

3

  OMB  = 30
0

 

 Veõ OH  SA  OH  OM  vaø  OH  OB 

               OH  (OMB) 

 Vì SA // OM  SA // (OMB)  d(SA, MB) = d(H, OMB) = OH = 
2 6

3

. 

b/ (ABM)  SD = N    N laø trung ñieåm SD 

 Ta coù:  SBMN

SBCD

V SM SN 1
.

V SC SD 4

  
SMNB SBCD SABCD

1 1
V V V

4 8

 

 Töông töï :  
SABN SABCD

1
V V

4

 

 Vaäy    
SABMN SMNB SABN SABCD

3 3 1 1
V V V V . . AC.BD.SO

8 8 3 2

 

           
1

4.2.2 2 2

16

 (ñvtt). 

 Caùch 2 : Giaûi baèng hình giaûi tích. 

M 

A 

B 

O 

z 

y 

x 

N C 

D 

S 
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a/ O laø trung ñieåm cuûa BD  D(0; 1; 0), O laø trung ñieåm AC  C(2; 0; 0) 

 M laø trung ñieåm SC   M(1; 0; 2 ) 

 SA  = (2; 0; 2 2 )    BM  = (1; 1; 2 ) 

 Goïi  laø goùc nhoïn taïo bôûi SA vaø BM. 

  cos =  

 


  

2 0 4 3

24 8 1 1 2

    = 30
0

 

 Goïi () laø maët phaúng chöùa SA vaø song song vôùi BM  pt ():  2x z 2 2  = 0 

 Ta coù  d(SA, BM) = d(B, ()) = 
2 6

3

. 

b/ Phöông trình maët phaúng (ABM):    2x 2 2y 3z 2 2 0  

 Phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng SD 

 


  


 

x 0

y 1 t

z 2 2t

 

 N laø giao ñieåm cuûa SD vaø mp(ABM)  N
1

0; ; 2

2

 
 

 
 

     BS 0; 1; 2 2     BA 2; 1; 0     

   
3

BN 0; ; 2    BM 1; 1; 2

2

 
     
 

 

   BS, BN 2 2; 0; 0 BS, BN BA 4 2     
   

 vaø   
 
BS,BN BM 2 2  

      
SABMN SABN SBMN

1 1
V V V 4 2 .2 2 2

6 6

  (ñvtt) . 

Baøi 14:  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho hình laêng truï ñöùng ABC.A1B1C1, 

bieát A(a; 0; 0), B(a; 0; 0), C(0; 1; 0), B1(a; 0; b) a > 0, b > 0. 

 a/ Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng B1C vaø AC1 theo a, b. 

 b/ Cho a, b thay ñoåi nhöng luoân luoân thoûa maõn a + b = 4. 

 Tìm a, b ñeå khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng B1C vaø AC1 lôùn nhaát. 

Giaûi 

a/ C1(0; 1; b) 

 Goïi () laø maët phaúng chöùa B, C vaø song song vôùi AC1. 

    1 1
B C a; 1; b ;  C A a; 1; b        1 1

B C,C A 2b; 0; 2a    
 

  

 Suy ra phöông trình ():  2b (x  0) + 0 (y  1)  2a (z  0) = 0   bx + az = 0 
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 Ta coù       

 
1 1

2 2 2 2

ab ab
d B C,AC d A,

a b a b

 

 Caùch khaùc:  
 
 

 
   

1 1

1 1
2 2

1 1

B C,AC AC
ab

d B C,AC

B C,AC a b

 

b/ Ta coù  


     

2 2

ab ab ab a b 4
d 2

2ab 2 2 2 2 2a b

 

 




    
  

a = b

Maxd 2  xaûy ra    a + b = 4   a b 2

a 0,b 0

. 

Baøi 15:  

 Trong khoâng gian vôùi heä truïc toïa ñoä Ñeâcaùc vuoâng goùc Oxyz. Cho hai ñieåm 

A(2; 0; 0);  B(0; 0; 8) vaø ñieåm C sao cho AC  = (0; 6; 0). Tính khoaûng caùch töø 

trung ñieåm I cuûa BC ñeán ñöôøng thaúng OA. 

Giaûi 

  AC  = (0; 6; 0)  





 

c

c

c

x 2

y 6  

z 0

 C(2; 6; 0)   

     I laø trung ñieåm BC  I (1; 3; 4) 

 Phöông trình tham soá  OA 







x = 2t

y = 0

z = 0

 

 () qua I   OA  = (2, 0, 0) neân (): 2(x  1) = 0    x  1 = 0 

 Toïa ñoä  {H} = OA  ()  thoûa: 




 
 

 
  

x 2t

x = 1

y 0

 y = 0

z 0

z = 0

x 1 0

     H(1; 0; 0) 

  d(I, OA) = IH =          
2 2 2

1 1 0 3 0 4  = 5. 

 Caùch khaùc: d(I, OA) = 

 
 
OI,OA

OA

 = 5 

Baøi 16: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz. Cho töù dieän ABCD  

vôùi A(2; 3; 2), B(6; 1; 2), C(1; 4; 3), D(1; 6; 5). Tính goùc giöõa hai ñöôøng  
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thaúng AB vaø CD. Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc ñöôøng thaúng CD sao cho tam giaùc  

ABM coù chu vi nhoû nhaát. 

Giaûi 

      AB 4; 4; 4 , CD (2; 10; 8)      

    0
AB.CD 0 AB; CD 90 AB CD      

  Tìm M  CD ñeå chu vi  ABM laø AB + AM + MB nhoû nhaát 

  Vì AB khoâng ñoåi neân chu vi ABM nhoû nhaát  AM + MB nhoû nhaát 

  Goïi () chöùa AB vaø ()  CD, ()  CD = M, M laø ñieåm caàn tìm 

  () qua A(2; 3; 2) coù vectô phaùp tuyeán n CD  = (2; 10; 8) 

  Phöông trình (): 2(x – 2) + 10(y – 3) – 8(z – 2) = 0 

                       x + 5y – 4z – 9 = 0 (4) 

  Phöông trình cuûa CD qua C(1; 4; 3)  

  coù vectô chæ phöông 
1

a CD (1; 5; 4)

2

     

              

  


  
  

x 1 t (1)

y 4 5t (2)

z 3 4t (3)

 

  Thay (1), (2) (3) vaøo (4) ta ñöôïc t = 1  M(0; 1; 1) 

Baøi 17: ÑEÀ DÖÏ BÒ 2 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz. Cho hai ñieåm  I(0; 0; 1); 

K(3; 0; 0). Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua hai ñieåm I, K vaø taïo vôùi maët phaúng 

(Oxy) moät goùc baèng 30
0

. 

Giaûi  

  Goïi () qua I, K vaø () taïo (Oxy) goùc 30
0

 

      
x y z

Phöông trình ( ) : 1 (b 0)

3 b 1

;   

  Suy ra 
 

  
 

1 1
n ; ; 1

3 b

 

  Maët phaúng Oxy coù vectô phaùp tuyeán: k (0; 0; 1)  

  


     


 

2

2

k

2

n .k
1 3 9b 3

cos( , (Oxy))

2 41 1 10b 9n . k
1

9 b

 

 A 

 B 

 C 

 D 

 M 

z 

I 

x 

y 
K 
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   


     



       


1 1

2 2

3 2 x 2y z
b ( ) : 1

2 3 13 2

3 2 x 2y z
b ( ) : 1

2 3 13 2

 

 Vaán ñeà 4:  

VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI CUÛA ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG 
                                    

A. PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI 
 

VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI CUÛA HAI MAËT PHAÚNG 

 Cho hai maët phaúng  vaø  coù phöông trình:  

    (): A1x + B1y + C1z + D1 = 0  2 2 2

1 1 1
A B C 0    

    (): A2x + B2y + C2z + D2 = 0   2 2 2

2 2 2
A B C 0    

 Goïi 
1

n = (A1; B1; C1), 2
n  = (A2; B2; C2) laàn löôït laø vectô phaùp tuyeán cuûa 2 

maët phaúng treân vaø M laø moät ñieåm treân maët phaúng ().  

   () caét ()   
1

n  vaø 
2

n   khoâng cuøng phöông  

  () song song ()  

 




 

1 2
n vaø n cuøngphöông

M

 

  () truøng ()  

 




 

1 2
n vaø n cuøng phöông

M

  

 Neáu A2, B2, C2, D2  0 thì ta coù caùch khaùc:   

  () caét ()  A1 : B1 : C1  A2: B2 : C2  

   () song song ()    1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D

 

  () truøng ()    1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D

  

VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI CUÛA HAI ÑÖÔØNG THAÚNG 

  Caùch 1: Xeùt heä phöông trình toïa ñoä giao ñieåm cuûa hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2 

  Heä coù moät nghieäm duy nhaát: d1 caét d2.  

  Heä coù voâ soá nghieäm: d1 vaø d2 truøng nhau.  

  Heä voâ nghieäm:  

  + d1
a  vaø d2

a  cuøng phöông: d1 // d2  
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  + d1
a  vaø  d2

a  khoâng cuøng phöông: d1 vaø d2 cheùo nhau.  

  Caùch 2:  

  Tìm vectô chæ phöông d1
a , d2

a  cuûa d1 vaø d2  

  Tìm ñieåm A  d1 vaø B  d2.  

  + d1
a  vaø d2

a  cuøng phöông 

 2 1 2A d : d // d

 1 2d : d d

 

  + d1
a  vaø d2

a  khoâng cuøng phöông 

 
 

d d 1 21 2
a , a .AB 0: d cheùo d

  
 

d d 1 21 2
a , a .AB 0: d caét d

 

VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI GIÖÕA ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG      

  Caùch 1:  

  Xeùt heä phöông trình toïa ñoä giao ñieåm cuûa ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng .  

  Heä voâ nghieäm:   d // ()  

  Heä coù nghieäm duy nhaát:  d caét ().  

  Heä voâ soá nghieäm:  d  ().  

  Caùch 2:  

  Tìm vectô chæ phöông u  cuûa a, vectô phaùp tuyeán n  cuûa () vaø tìm ñieåm A  d.  

     u.n 0 u khoâng vuoâng goùc n : dcaét .   

    u.n 0 u n  

   A : d  

   A : d //  
 

 

B. ÑEÀ THI 

Baøi 1 : CAO ÑAÚNG KHOÁI A, B, D NAÊM 2011 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho hai ñieåm A(1; 2; 3), B(1; 0; –5) vaø 

maët phaúng (P): 2x + y – 3z – 4 =0. Tìm toaï ñoä ñieåm M thuoäc  (P) sao cho ba ñieåm 

A, B, M thaúng haøng. 

Giaûi 

 Phöông trình AB 

x 1 t

y 2 t

z 3 4t

  


 
  

. M AB M( 1 t;2 t;3 4t)       

 M (P) 2(t 1) (2 t) 3(3 4t) 4 0         t 1  . Vaäy M(0; 1; –1). 

Baøi 1 : ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2009 
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 Trong khoâng gian vôùi heä toïa Oxyz, cho caùc ñieåm A(2; 1; 0), B(1; 2; 2), C(1; 1; 0) 

vaø maët phaúng (P): x + y + z – 20 = 0. Xaùc ñònh toïa ñoä ñieåm D thuoäc ñöôøng thaúng 

AB sao cho ñöôøng thaúng CD song song vôùi maët phaúng (P). 

Giaûi 

  

x 2 t

AB 1; 1; 2 , phöông trình AB: y 1 t

z 2t

 


   
 

 

 D thuoäc ñöôøng thaúng AB  D(2 – t; 1 + t; 2t)    CD 1 t; t; 2t   

 Veùctô phaùp tuyeán cuûa maët phaúng (P):  n 1; 1; 1  

 C  (P) neân CD // (P)  n.CD 0   1.(1 –t) + 1.t + 1.2t = 0  t = 
1

2

 

 Vaäy 
5 1

D ; ; 1

2 2

 
 

 
. 

Baøi 2 : ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2007 

 Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho hai ñöôøng thaúng 

  
 

 


1

x y 1 z 2
d :

2 1 1

 vaø 

  


 
 

2

x 1 2t

d : y 1 t

z 3

 

 1/ Chöùng minh raèng d1 vaø d2 cheùo nhau. 

 2/ Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d vuoâng goùc vôùi maët phaúng  

  (P): 7x + y – 4z = 0 vaø caét hai ñöôøng thaúng d1, d2 

Giaûi 

1/ + d1 qua M(0; 1; 2), coù vectô chæ phöông 
1

u (2; 1; 1)  

  d2 qua N(1; 1; 3), coù vectô chæ phöông 
2

u (2; 1; 0)  

 + 
1 2

u ,u ( 1; 2; 4)   
 

vaø MN ( 1; 0; 5)   

 +  
 1 2
u ,u .   MN 21 0 d1 vaø d2 cheùo nhau. 

2/  Giaû söû d caét d1 vaø d2 laàn löôït taïi A, B. Vì A  d1, B  d2 neân 

 A(2s; 1  s; 2 + s), B(1 + 2t; 1 + t; 3)  AB (2t 2s 1; t s; s 5)       

 (P) coù vectô phaùp tuyeán n (7; 1; 4).    

 Laïi do AB  (P)  AB  cuøng phöông vôùi n  

  

        
    

      

5t 9s 1 0 s 12t 2s 1 t s s 5

4t 3s 5 0 t 27 1 4
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  A(2; 0; 1),  B(5; 1; 3).  

 Phöông trình cuûa d laø: 
 

 


x 2 y z 1

7 1 4

 

Baøi 3: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1 ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2006 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz maët phaúng (P): 4x – 3y + 11z – 26 = 0 

vaø hai ñöôøng thaúng: 

  d1:
 

 


x y 3 z 1

1 2 3

  d2:
 

 
x 4 y z 3

1 1 2

 

 1/ Chöùng minh d1 vaø d2 cheùo nhau. 

 2/  Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  naèm teân (P), ñoàng thôøi  caét caû d1 vaø d2. 

Giaûi 

1/  d1 qua M1(0; 3; 1) coù vectô chæ phöông  
1

a ( 1; 2; 3)   

  d2 qua M2(4; 0; 3) coù vectô chæ phöông 
2

a (1; 1; 2)  

  
1 2 1 2

a ,a (1; 5; 3), M M (4; 4; 4)     
 

 

       
 1 2 1 2 1
a ,a .M M 23 0 d cheùo d2  

2/ ∆  (P) vaø caét caû d1, d2   ∆ ñi qua caùc giao ñieåm cuûa d1, d2 vaø (P)  

   
1

A d (P) :  giaûi heä 

 
 

  
    

x y 3 z 1

A ( 2; 7;5)1 2 3

4x 3y 11z 26 0

 

   
2

B d (P) :  giaûi heä 

 
 

  
    

x 4 y z 3

B (3; 1;1)1 1 2

4x 3y 11z 26 0

 

    AB (5; 8; 4)  

 Phöông trình ñöôøng thaúng caàn tìm
  

 
 

x 2 y 7 z 5
AB:

5 8 4

 

Baøi 4: ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2005 

     Trong khoâng gian vôùi heä truïc toïa ñoä Oxyz cho hai ñöôøng thaúng 

  
  

 


1

x 1 y 2 z 1
d :

3 1 2

 vaø    

   


  
2

x y z 2 0

d :

x 3y 12 0

 

 a/ Chöùng minh raèng d1 vaø d2 song song vôùi nhau. Vieát phöông trình maët phaúng 

(P) chöùa caû hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2.  

 b/ Maët phaúng toïa ñoä Oxz caét hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2 laàn löôït taïi caùc ñieåm A, B.            

 Tính dieän tích tam giaùc OAB (O laø goác toïa ñoä). 
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Giaûi 

a/ d1 ñi qua M1(1; 2; 1) vaø coù vectô chæ phöông 
1

u (3; 1; 2)  . 

 d2 coù vectô chæ phöông laø 
2

1  1 1  1 1    1

u ; ; (3; 1; 2)

3     0 0    1 1    3

  
  

 
  

 Vì 
1 2

u u  vaø M1  d2 neân d1 // d2 .   

 Maët phaúng (P) chöùa d2 neân coù phöông trình daïng: 

  (x + y  z  2) +  (x + 3y  12) = 0             (
2

 + 
2

  0). 

 Vì M1  (P) neân (1  2 + 1 2) + (1  6 12) = 0  2  + 17 = 0  

 Choïn  = 17     = 2. Phöông trình (P) laø: 15x + 11y  17z  10 = 0 

b/ Vì A, B  (Oxz) neân yA = yB = 0 

 Vì  A  d1 neân 
 

     


A A

A A

x 1 z 12
x z 5

2 1 2

 A(5; 0; 5) 

      
B B B

2

B B

x z 2 0 x 12

B d B(12; 0; 10)

x 12 0 z 10

    
    

   
  

  OA ( 5; 0; 5), OB (12; 0; 10) OA,OB (0; 10; 0).       
 

 

  
   
 OAB

1 1
S OA,OB .10 5

2 2

 (ñvdt). 

Baøi 5: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1 ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2005 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho hai ñöôøng thaúng: 

  

  


  
  

1 2

x 1 2t

x y z
d :   vaø  d : y t

1 1 2

z 1 t

 (t laø tham soá) 

 a/ Xeùt vò trí töông ñoái cuûa d1 vaø d2. 

 b/ Tìm toïa ñoä caùc ñieåm M thuoäc d1 vaø N thuoäc d2 sao cho ñöôøng thaúng MN  

song song vôùi maët phaúng (P):  x  y + z = 0  vaø ñoä daøi ñoaïn MN = 2 . 

Giaûi 

a/ d1 qua O(0; 0; 0) coù vectô chæ phöông 
1

a (1; 1; 2)  

 d2 qua B(1; 0; 1) coù vectô chæ phöông  
2

a ( 2; 1; 1)   

 
2 1

a ,a (1; 5; 3)   
 

,  OB ( 1;0;1)  

       
 2 1
a ,a .OB 1 3 4 0  d1 cheùo d2 
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b/ Phöông trình tham soá  1 1 1

x t

d : y t M t ; t ; 2t d

z 2t




     
 

 

 
2 2 2

M d M ( 1 2t; t; 1 t)     ;          
1 2

M M 2t t 1;t t ;t 2t 1  

 Ta coù   
1 2 1 2 p

M M // P M M .m 0   

               2t t 1 t t t 2t 1 0 t t  

        2 2 2

1 2
M M (t 1) 4t (1 3t ) 2

 
     
  


2

t 0

14t 8t 2 2 4
t

7

 

  t' = 0  M(0; 0; 0)  (P) loaïi . 

           
4

t

7

 ta coù 
4 4 8

M ; ;

7 7 7

 
 
 

; 
1 4 3

N ; ;

7 7 7

 
 
 

 

Baøi 6: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho hai ñieåm A(4; 2; 2)  B(0; 0; 7) vaø 

ñöôøng thaúng d:
  

 


x 3 y 6 z 1

2 2 1

.  

 Chöùng minh raèng hai ñöôøng thaúng d vaø AB thuoäc cuøng moät maët phaúng.  

 Tìm ñieåm C thuoäc ñöôøng thaúng d sao cho ABC caân taïi ñænh A. 

Giaûi 

    AB ( 4; 2;5)  

  d coù: M(3; 6; 1) vaø vectô chæ phöông a ( 2; 2; 1)   

  AB,a ( 12; 6; 12), AM ( 1; 4; 1)        
 

 

       
 
AB,a .AM 12 24 12 0   AB, d ñoàng phaúng 

  Phöông trình tham soá d:  

 


  
  

x 3 2t

y 6 2t t

z 1 t

 

  C  d  C(3 – 2t; 6 + 2t; 1 + t) 

     2 2 2
AB 4 2 ( 5) 45  

          2 2 2 2
AC (2t 1) (2t 4) (t 1) 9t 18t 18  

  Vì tam giaùc ABC caân taïi A neân AB
2

 = AC
2

  9t
2

 + 18t + 18 = 45  

    t
2

 + 2t – 3 = 0  
1 1

2 2

t 1 C (1; 8; 2)

t 3 C (9; 0; 2)

 


   
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Baøi 7:  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcaùc vuoâng goùc Oxyz cho hình hoäp chöõ nhaät 

ABCD, A'B'C'D' coù A truøng vôùi goác toïa ñoä B(a; 0; 0), D(0; a; 0), A'(0; 0; b)             

(a > 0, b > 0). Goïi M laø trung ñieåm cuûa CC'. 

 a/ Tính theå tích khoái töù dieän BDA'M theo a vaø b. 

 b/ Xaùc ñònh tæ soá 
a

b

 ñeå hai maët phaúng (A'BD) vaø (MBD) vuoâng goùc vôùi nhau. 

Giaûi 

     A(0; 0; 0);  B(a; 0; 0);  C(a; a; 0);  D(0; a; 0) 

 A'(0; 0; b);  C'(a; a; b);  M(a; a; 
b

2

) 

a/ BD = (a; a; 0); BA = (a; 0; b); BM = (0; a;
b

2

) 

  [ BD , BA ] =a(b, b, a) 

   V =  
 

1
BD,BA BM

6

 

               
 

   
 

2
a ab a b

ab

6 2 4

 (ñvtt). 

b/ (A'BD) coù vectô phaùp tuyeán  
 
BD,BA'  = a(b, b, a) hay choïn n  = (b; b; a)   

 (MBD) coù vectô phaùp tuyeán 
        

2ab ab
BD,BM , , a

2 2

h 

 hay  m b; b; 2a    (choïn) 

 Ta coù (A'BD)   (MBD)    m.n  = 0 

    b
2

 + b
2

  2a
2

 = 0    a = b  (a, b > 0)   
a

b

 = 1. 

Baøi 8:  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcaùc vuoâng goùc Oxyz cho ñöôøng thaúng: 

  dk

   


   

x 3ky z 2 0

kx y z 1 0

 

 Tìm k ñeå ñöôøng thaúng dk vuoâng goùc vôùi maët phaúng (P):  x  y  2z + 5 = 0 

Giaûi 

     
1

n  = (1; 3k; 1);  
2

n  = (k ; 1; 1) 

 Vectô chæ phöông cuûa dk :  
 1 2

a n ,n  = (3k  1; k 1;1  3k
2

)  

A 

B 

C 

D 

A’ 

B’ 
C’ 

D’ 

M 

x 

z 

y 
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      Vectô phaùp tuyeán cuûa maët phaúng (P)  n  = (1; 1; 2) 

 Ta coù : 
k

d    (P)  
d

a  cuøng phöông vôùi 
p

n  

             


     

   
   



2
k = 1

3k 1 k 1 1 3k
 1

1 1 2 k = 1      k = 

3

    k = 1. 

 

Baøi 9 : ÑEÀ DÖÏ BÒ 2  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcaùc vuoâng goùc Oxyz cho hai ñöôøng thaúng: 

 

  
  

  
1 2

3x z 1 0x y 1 z
d :    vaø   d

2x y 1 01 2 1

 

a/ Chöùng minh raèng d1, d2 cheùo nhau vaø vuoâng goùc vôùi nhau. 

b/ Vieát phöông trình toång quaùt cuûa ñöôøng thaúng d caét caû hai ñöôøng thaúng d1, d2 vaø 

song song vôùi ñöôøng thaúng : 
  

 


x 4 y 7 z 3

1 4 2

. 

Giaûi 

a/  d1 qua A(0; 1; 0) coù vectô chæ phöông a = (1; 2; 1) 

  d2 qua B(0; 1; 1) coù vectô chæ phöông b  = (1; 2; 3) 

  AB  = (0; 2; 1),  
 
a,b  = (8; 2; 4) 

   
 
a,b .AB  = 4 – 4 = 8  0 vaäy d1 cheùo d2 

  Ta laïi coù: a.b = 1 – 4 + 3 = 0  d1  d2. 

  Keát luaän : d1 cheùo d2 vaø d1 vuoâng goùc d2 

b/ Ñöôøng thaúng  coù vectô chæ phöông c  = (1; 4; 2) 

  Goïi () laø maët phaúng chöùa d1 vaø song song  neân 
 
 

n a,c  = (8; 3; 2) 

  () qua A vaø coù vectô phaùp tuyeán n  = (8; 3; 2) 

  (): 8(x – 0) + 3(y + 1) + 2(z – 0) = 0 

   8x – 3y – 2z – 3 = 0 

  Goïi  laø maët phaúng chöùa d1 vaø song song  neân coù ptpt:  

    
 
 

n b,c  = (8; 5; 6) 

  () qua B coù vectô phaùp tyueán  n  = (8; 5; 6) 

  (): 8(x – 0) + 5(y – 1) + 6(z – 1) = 0  8x – 5y – 6z + 11 = 0 

          Ñöôøng thaúng caàn tìm laø giao tuyeán cuûa () vaø () coù phöông trình                            
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   


   

8x 3y 2z 3 0

8x 5y 6z 11 0

 

Baøi 10:  

 Trong khoâng gian vôùi heä truïc Ñeâcaùc Oxyz, cho maët phaúng (P): 2x  y + 2 = 0 

vaø ñöôøng thaúng:  dm: 

   

 

      


    

2m 1 x 1 m y m 1 0

mx 2m 1 z 4m 2 0

  (m laø tham soá) 

 Xaùc ñònh m ñeå ñöôøng thaúng dm song song vôùi maët phaúng (P). 

Giaûi 

      
1

n  = (2m + 1; 1 – m; 0);  
2

n  = (m; 0; 2m + 1) 

     Moät vectô chæ phöông cuûa dm laø  

                         
 1 2

a n ,n  = (2m
2

 + m + 1; (2m + 1)
2

 ;  m(1  m)) 

 Vectô phaùp tuyeán cuûa (P) laø n  = (2; 1; 0) 

     Ñöôøng thaúng dm song song vôùi maët phaúng (P). a . n  = 0  

                           4m
2

 + 2m + 2 + (4m
2

 + 4m + 1) = 0 

                   6m + 3 = 0     m = 
1

2

. 

Baøi 11: ÑEÀ DÖÏ BÒ 3  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcaùc vuoâng goùc Oxyz cho hai ñöôøng thaúng: 

    

      
 

      
1 2

x az a 0 ax 3y 3 0

d   vaø  d

y z 1 0 x 3z 6 0

 

a/ Tìm a ñeå hai ñöôøng thaúng d1, d2 caét nhau. 

b/ Vôùi a = 2, vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa ñöôøng thaúng d2 vaø song  song 

vôùi ñöôøng thaúng d1. Tính khoaûng caùch giöõa d1 vaø d2 khi a = 2. 

Giaûi 

a/ Ñaët z = t  Phöông trình tham soá d1: 

 


  
 

x a at

y 1 t

z t

 

 Ñaët x = 3t'  Phöông trình tham soá d2: 




 
  

x 3t

y 1 at

z 2 t

 

 Caùch 1: d1 vaø d2 caét nhau  
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   Heä 

 


   
  

a at 3t

1 t 1 at

t 2 t

 coù nghieäm   


 






 

2

2

2

3a
t (1)

a 3

6 a
t (2)

3 a

t 2 t (3)

 

  Thay (1), (2) vaøo (3) ta ñöôïc: 


 
 

2

2 2

6 a 3a
2

a 3 a 3

 

   6 – a
2

 = 2a
2

 – 3a + 6  3a
2

 – 3a = 0  a = 0  a = 1.   

 Caùch 2: d1 vaø d2 caét nhau  

  
 

   

1 2 1 2

1 2

a ,a .M M 0

a ,a 0

 

b/ Khi a = 2 ta coù: d1: 

  


  

x 2z 2 0

y z 1 0

 d2: 

  


  

2x 3y 3 0

x 3z 6 0

 

 d1 ñi qua M1(0; 2; 1) coù moät vectô chæ phöông 
1

a  = (2; 1; 1) 

 d2  ñi qua M2(0; 1; 2) coù moät vectô chæ phöông 
2

a  = 3(3; 2; 1) 

 Vì (P) chöùa d2 vaø song song d1 neân (P) coù vectô phaùp tuyeán 

                                       
1 2

n a ,a 
 

 = (1; 5; 7) 

 (P) qua M2(0; 1; 2) vaø coù vectô phaùp tuyeán n  = (1; 5; 7) neân coù phöông trình 

  (P): (x – 0) + 5(y – 1) – 7(z – 2) = 0 

   x + 5y – 7z + 9 = 0 

   Ta coù :    
   

1 2 1

0 5. 7 9 6 32 1
d d ,d d M ,(P)

151 25 49

   
  

 
 

 Caùch khaùc :  1 2
d d ,d

 
 


 
 

1 2 1 2

1 2

a ,a .M M

a ,a

 = 
6 3

15

 

 

 Vaán ñeà 5:                MAËT CAÀU 

A. PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI 
 

1. Phöông trình maët caàu  

  (x – a)
2

 + (y – b)
2

 + (z – c)
2

 = R
2

 coù taâm I(a; b; c) baùn kính R  

  x
2

 + y
2

 + z
2

 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0 (vôùi a
2

 + b
2

 + c
2

 – d > 0)  

 Taâm I(a, b, c), baùn kính R =   2 2 2
a b c d  
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2. Ñöôøng troøn giao tuyeán cuûa maët caàu vaø maët phaúng 

 Cho maët caàu (S) taâm I, baùn kính R vaø maët phaúng () caét maët caàu (S) theo giao 

tuyeán laø ñöôøng troøn (C).  

  Tìm taâm O cuûa (C)  

  Tìm phöông trình ñöôøng 

thaúng d qua I vaø vuoâng goùc vôùi ().  

  O = d  ().  

  Tìm baùn kính r cuûa (C): r
2

 = R
2

  IO
2

 

 

B. ÑEÀ THI 

Baøi 1: ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2011 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho maët caàu (S): x
2

 + y
2

 + z
2

 – 4x – 4y – 4z = 0 

vaø ñieåm A(4; 4; 0). Vieát phöông trình maët phaúng (OAB) bieát ñieåm B thuoäc (S) vaø 

tam giaùc OAB ñeàu. 

Giaûi 

     Giaû söû B(x; y; z) 

     Ta coù: B(S) vaø tam giaùc OAB ñeàu 

          

2 2 2

2 2

2 2

x y z 4x 4y 4z 0

OA OB

OA AB

      







 

          

2 2 2

2 2 2

2 2 2

x y z 4(x y z)

32 x y z

32 (4 x) (4 y) z

     


  


    

  
2 2 2

2 2 2

x y z 8

x y z 32

x y z 8(x y) 0

  


  


    

 

      
2 2 2

x y z 8

x y z 32

x y 4

  


  
  


  
2 2

z 4

(x y) 2xy z 32

x y 4




   
  


   

x 0

y 4

z 4





 

 hoaëc 

x 4

y 0

z 4





 

. 

    Tröôøng hôïp 1: Vôùi B(0; 4; 4). 

    Maët phaúng (OAB) coù vectô phaùp tuyeán laø OA,OB (16; 16; 16)   
 

 vaø ñi qua       

O (0; 0; 0) neân coù phöông trình x – y + z = 0. 

     Tröôøng hôïp 2: Vôùi B(4; 0; 4). 

(S) 

(C) 

O 

I 

r 

R 

 
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    Maët phaúng (OAB) coù veùctô phaùp tuyeán laø OA,OB (16; 16; 16)    
 

 vaø ñi qua 

O(0; 0; 0) neân coù phöông trình x – y – z = 0. 

Baøi 2: ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2011 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng :
x 1 y 3 z

2 4 1

 
   vaø 

maët phaúng (P): 2x – y + 2z = 0. Vieát phöông trình maët caàu coù taâm thuoäc ñöôøng 

thaúng , baùn kính baèng 1 vaø tieáp xuùc vôùi maët phaúng (P). 

Giaûi 

 Phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng : 

x 1 2t

y 3 4t

z t

 


 
 

  (t  R) . 

 Goïi I laø taâm cuûa maët caàu. I   I(1 + 2t; 3 + 4t; t). 

 Maët caàu tieáp xuùc (P) vaø coù baùn kính baèng 1  d(I, (P)) = 1  

  

   2 1 2t 3 4t 2t

1

4 1 4

   


 
  2t 1 3 t = 2 hoaëc t = –1. 

   t = 2  I(5; 11; 2)  Phöông trình maët caàu: (x – 5)
2

 + (y – 11)
2

 + (z – 2)
2

 = 1 

   t = –1  I(–1;–1;–1) Phöông trình maët caàu: (x + 1)
2

 + (y + 1)
2

 + (z + 1)
2

 = 1 

Baøi 3: CAO ÑAÚNG KHOÁI A, B, D NAÊM 2011 

 Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng d: 
x 1 y 1 z 1

4 3 1

  
 


. 

Vieát phöông trình maët caàu coù taâm I (1; 2; –3) vaø caét ñöôøng thaúng d taïi hai ñieåm 

A, B sao cho AB = 26 . 

Giaûi 

     d qua M (1; –1; 1), vectô chæ phöông a  = (4; –3; 1), IM (0; 3; 4)  . 

 a,IM 
 

=(–9; –16; –12). 

 d(I,d) = 
37

2

. Ta coù: R
2

 = 

2

2AB 26 37
d (I,d) 25

2 4 2

 
    

 
. 

    Suy ra: phöông trình 
2 2 2

(S) : (x 1) (y 2) (z 3) 25      . 

Baøi 4: ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2010 

 Trong khoâng gian toïa ñoä Oxyz, cho ñieåm A(0; 0; 2) vaø ñöôøng thaúng  

                                        
  

  
x 2 y 2 z 3

:

2 3 2

.  

 Tính khoảng caùch từ A ñeán . Vieát phöông trình maët caàu taâm A, caét  taïi hai 
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ñieåm B vaø C sao cho BC = 8. 

Giaûi 

  qua M (2; 2; 3) vaø coù vectô chæ phöông a (2;  3;  2) ; AM ( 2; 2;  1)    

     a, AM ( 7; 2;  10)    
 

  

     d(A, ) = 

a,  AM
49 4 100 153

174 9 4a

 
  

 
 

= 3 . 

 Veõ AH vuoâng goùc vôùi . Ta coù: BH = 
BC

4

2

 vaø AH = d(A, ) = 3. 

  Trong AHB ta coù:  R
2

 =  AB
2

  = BH
2

 + AH
2

 = 16 + 9  = 25. 

 Vaäy phöông trình maët caàu  (S):    2 2 2
x y (z 2) 25 .  

Baøi 5: CAO ÑAÚNG KHOÁI A, B, D NAÊM 2010 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho hai ñieåm A (1; –2;  3), B (–1; 0; 1) 

vaø maët phaúng (P): x + y + z + 4 = 0. 

 1/ Tìm toïa ñoä hình chieáu vuoâng goùc cuûa A taâm (P). 

 2/ Vieát phöông trình maët caàu (S) coù baùn kính baèng 
AB

6

, cuûa taâm thuoäc ñöôøng 

thaúng AB vaø (S) tieáp xuùc vôùi (P). 

Giaûi 

1/ Goïi  laø ñöôøng thaúng qua A vaø vuoâng goùc với (P) thì: : 
  

 
x 1 y 2 z 3

1 1 1

 

 H laø hình chieáu cuûa A laø (P) thì H = ()  (P) neân toïa ñoä H thoûa: 

  

   

   

 


x y z 4 0

x 1 y 2 z 3

1 1 1

  

 


 
 

x 1

y 4

z 1

. Vaäy H (–1; –4; 1) 

2. Ta coù AB  = (–2; 2; –2) vaø AB =    4 4 4 12 2 3  

 Baùn kính maët caàu (S) laø R = 
AB 1

6 3

  

 Phöông trình (AB): 
 

 


x 1 y z 1

1 1 1

.  

     Vì taâm I  (AB) neân I (t – 1; – t; t + 1) 

 (S) tieáp xuùc (P) neân d (I; (P)) = R   t 4 1  t = –3 hay t = –5  

  I(–4; 3; –2) hay I(–6; 5; –4) 

 Vaäy ta coù hai maët caàu thoûa yeâu caàu ñeà baøi: 
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  (S1): (x + 4)
2

 + (y – 3)
2

 + (z + 2)
2

 = 
1

3

 

  (S2): (x + 6)
2

 + (y – 5)
2

 + (z + 4) = 
1

3

 

Baøi 6: ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2009  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho maët phaúng (P): 2x – 2y – z – 4 = 0 

vaø maët caàu (S): x
2

 + y
2

 + z
2

 – 2x – 4y – 6z – 11 = 0. Chöùng minh raèng: maët phaúng 

(P) caét maët caàu (S) theo moät ñöôøng troøn. Xaùc ñònh toïa ñoä taâm vaø tính baùn kính 

cuûa ñöôøng troøn ñoù. 

Giaûi 

  (S) coù taâm I(1; 2; 3), baùn kính R = 5 

 Khoaûng caùch töø I ñeán (P): d(I, (P)) = 

  
 

2 4 3 4

3 R

3

;  

 Suy ra maët phaúng (P) caét maët caàu (S). 

 Goïi H vaø r laàn löôït laø taâm vaø baùn kính cuûa ñöôøng troøn giao tuyeán, H laø hình chieáu 

vuoâng goùc cuûa I treân (P):  

   IH = d(I,(P)) = 3, r =  2 2
R IH 4  

 Toïa ñoä H = (x; y; z) thoûa maõn: 

 


 


 
    

x 1 2t

y 2 2t

z 3 t

2x 2y z 4 0

 

 Giaûi heä, ta ñöôïc H (3; 0; 2) 

Baøi 7: ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2008 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho 4 ñieåm A(3; 3; 0), B(3; 0; 3),         

C(0; 3; 3), D(3; 3; 3) 

 1/ Vieát phöông trình maët caàu ñi qua boán ñieåm A, B, C, D. 

 2/ Tìm toïa ñoä taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC. 

Giaûi 

1/   Goïi phöông trình maët caàu (S):  

    x
2

 + y
2

 + z
2

 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0 (vôùi a
2

 + b
2

 + c
2

 – d > 0) 

   Maët caàu ñi qua boán ñieåm A, B, C, D neân 
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


      
         

   
      

        

 

3
a

2
A (S) 18 6a 6b d 0

3
B (S) 18 6a 6c d 0 b

2
C (S) 18 6b 6c d 0

3
cD (S) 27 6a 6b 6c d 0

2

d 0

   nhaän 

     Vaäy (S): x
2

 + y
2

 + z
2

 – 3x – 3y – 3z = 0 

2/ 

ñi qua A(3; 3; 0)

(ABC) :

coù vectô phaùp tuyeán laø AB,AC 9(1; 1; 1)




     

 

 Phöông trình maët phaúng (ABC): x + y + z – 6 = 0 

   Ñöôøng troøn (C) ngoaïi tieáp tam giaùc ABC laø giao cuûa maët phaúng (ABC) vaø (S) 

   Phöông trình ñöôøng troøn (C): 

      


   

2 2 2
x y y 3x 3y 3z 0

x y z 6 0

 

   Goïi d qua taâm 
3 3 3

I ; ;

2 2 2

 
 
 

 cuûa (S) vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC) 

  

3 3 3
ñi qua I ; ;

2 2 1d :

co ù vectô chæ phöông a (1; 1; 1)

  
  

 




  

  Phöông trình tham soá  

3
x t

2

3
d : y t t

2

3
z t

2


 




  



 


  

  H = d  (ABC) ta giaûi heä 


 


   

  
   

    

3
x t

2

x 23
y t

y 22

3 z 2
z t

2

x y z 3 0

 

 Vaäy taâm cuûa ñöôøng troøn (C) laø H(2; 2; 2)  

Baøi 8: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2007 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho maët caàu  

 (S): x
2

 + y
2

 + z
2

– 2x + 4y + 2z – 3 = 0 vaø maët phaúng (P): 2x – y + 2z – 14 = 0. 
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 1/ Vieát phöông trình maët phaúng (Q) chöùa truïc Ox vaø caét (S) theo moät ñöôøng 

troøn coù baùn kính baèng 3 

 2/ Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc maët caàu (S) sao cho khoaûng caùch töø M ñeán maët 

phaúng (P) lôùn nhaát. 

Giaûi 

1/  (S): (x 1)
2

 + (y + 2)
2

 + (z + 1)
2

 = 9 coù taâm I(1; 2; 1) vaø baùn kính R = 3.  

     Maët phaúng (Q) coù caëp veùctô chæ phöông laø: OI (1; 2; 1), i (1; 0; 0)     

  Vectô phaùp tuyeán cuûa (Q) laø:  n (0; 1; 2)   

 Phöông trình cuûa (Q) laø: 0.(x  0)  1.(y  0) + 2(z  0) = 0   y  2z = 0 

2/  Goïi d laø ñöôøng thaúng ñi qua I vaø vuoâng goùc vôùi (P). Ñöôøng thaúng d caét (S) taïi  

hai ñieåm A, B.  

 Nhaän xeùt: Neáu d(A; (P))  d(B; (P)) thì d(M; (P)) lôùn nhaát khi M  A 

 Phöông trình ñöôøng thaèng d: 
  

 


x 1 y 2 z 1

2 1 2

  

 Toïa ñoä giao ñieåm cuûa d vaø (S) laø nghieäm cuûa heä:  

  

       

   

 
 

22 2
(x 1) (y 2) z 1 9

x 1 y 2 z 1

2 1 2

 

 Giaûi heä ta tìm ñöôïc hai giao ñieåm  A(1; 1; 3), B(3; 3; 1) 

 Ta coù: d(A; (P)) = 7  d (B; (P)) = 1. 

 Vaäy khoaûng caùch töø M ñeán (P) lôùn nhaát khi M(1; 1; 3) 

Baøi 9: ÑAÏI HOÏC KHOÁI B NAÊM 2005 

 Trong khoâng gian vôùi heä truïc toïa ñoä Oxyz cho hình laêng truï ñöùng ABC.A1B1C1 

vôùi A(0; 3; 0), B(4; 0; 0), C(0; 3; 0), B1(4; 0; 4). 

 a/ Tìm toïa ñoä caùc ñænh A1, C1. Vieát phöông trình maët caàu coù taâm laø A vaø tieáp 

xuùc vôùi maët phaúng (BCC1 B1). 

 b/ Goïi M laø trung ñieåm cuûa A1B1. Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua hai 

ñieåm A, M vaø song song vôùi BC1. Maët phaúng (P) caét ñöôøng thaúng A1C1 taïi ñieåm 

N. Tính ñoä daøi ñoaïn MN. 

Giaûi 

a/ A1(0; 3; 4), C1(0; 3; 4); 
1

BC ( 4; 3; 0),  BB (0; 0; 4)    

 Vectô phaùp tuyeán cuûa mp(BCC1B1) laø 
1

n BC, BB (12; 16; 0)  
 

 

 Phöông trình maët phaúng (BCC1B1): 12(x  4) + 16y = 0    3x + 4y  12 = 0.  
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 Baùn kính maët caàu:    
 

  


1 1

2 2

12 12 24
R d A, BCC B

5
3 4

  

 Phöông trình maët caàu:    2 2 2 576
x (y 3) z

25

 

b/ Ta coù 
1

3 3
M 2; ; 4 ,  AM 2; ; 4 ,  BC ( 4; 3; 4).

2 2

   
     

   
  

 Vectô phaùp tuyeán cuûa (P) laø     
 p 1

n AM,BC ( 6; 24;12) . 

 Phöông trình (P): 6x  24(y + 3) + 12z = 0    x + 4y  2z + 12 = 0. 

 Ta thaáy B(4; 0; 0)  (P). Do ñoù (P) ñi qua A, M vaø song song vôùi BC1.  

 Ta coù 
1 1

A C (0; 6; 0) .  

 Phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng A1C1 laø: 




  
 

x 0

y 3 6t

z 4

 

 N  A1C1   N(0; 3 + 6t; 4). 

 Vì N  (P) neân 0 + 4(3 + 6t)  8 + 12 = 0  t = 
1

3

. Vaäy N(0; 1; 4). 

  MN = 
 

       
 

2

2 23 17
(2 0) 1 (4 4)

2 2

 

Baøi 10: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1 ÑAÏI HOÏC KHOÁI A NAÊM 2005 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho 3 ñieåm A(1; 1; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 2) 

 a/ Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua goác toïa ñoä O vaø vuoâng goùc vôùi BC.  

Tìm toïa ñoä giao ñieåm cuûa AC vôùi maët phaúng (P). 

 b/ Chöùng minh tam giaùc ABC laø tam giaùc vuoâng. Vieát phöông trình maët caàu  

ngoaïi tieáp töù dieän OABC. 

Giaûi 

a/ BC (0; 2; 2)   

  Maët phaúng (P) qua O vaø vuoâng goùc BC (nhaän BC  laøm vectô phaùp tuyeán) 

  Phöông trình (P): 0(x – 0) – 2(y – 0) + 2(z – 0) = 0  y – z = 0  (*) 

    AC ( 1; 1;2)  neân phöông trình tham soá cuûa AC:  

x 1 t (1)

y 1 t (2) t

z 2t (3)

 


  
 

 

  Thay (1), (2), (3) vaøo (*) ta ñöôïc: 1 – t – 2t = 0  
1

t

3
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  Thay vaøo (1), (2), (3) ta coù 
2 2 2

M ; ;

3 3 3

 
 
 

 laø giao ñieåm  AC  (P) 

b/  AB ( 1; 1; 0), AC ( 1; 1; 2)      

    AB.AC 1 1 0   AB AC   ABC vuoâng taïi A. 

  Deã thaáy BOC cuõng vuoâng taïi O. Do ñoù A, O cuøng nhìn ñoaïn BC döôùi moät 

goùc vuoâng. Do ñoù A, O, B, C ñeàu naèm treân moät maët caàu taâm I laø trung ñieåm BC, baùn 

kính 
BC

R

2

. 

  I(0; 1; 1), R 2  neân phöông trình (S): (x – 0)
2

 + (y – 1)
2

 + (z – 1)
2

 = 2 . 

Baøi 11: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1 ÑAÏI HOÏC KHOÁI D NAÊM 2005 

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho laêng truï ñöùng OAB.
1 1 1

O A B  vôùi 

A(2; 0; 0), B(0; 4; 0), O1(0; 0; 4). 

 a/  Tìm toïa ñoä caùc ñieåm A1,B1. Vieát phöông trình maët caàu qua 4 ñieåm O, A. B, O1 

 b/ Goïi M laø trung ñieåm cuûa AB. Maët phaúng (P) qua M vaø vuoâng goùc vôùi O1A  

ñoàng thôøi caét OA, OA1 laàn löôït taïi N, K. Tính ñoä daøi ñoaïn KN. 

Giaûi 

a/  Vì AA1  (Oxy)  A1( 2; 0; 4), BB1  (Oxy)  B1(0; 4; 4) 

 Phöông trình maët caàu (S):  

  x
2

 + y
2

 + z
2

 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0 (vôùi a
2

 + b
2

 + c
2

 – d > 0) 

 Maët caàu qua 4 ñieåm O, A. B, O1 neân 

                       








  1

O (S)

A (S)

B (S)

O (S)

  




 


 
  

d 0

4 4a 0

16 8b 0

16 8c 0

  








 

a 1

b 2

c 2

d 0

 (nhaän) 

 Vaäy (S): x
2

 + y
2

 + z
2

 – 2x – 4y – 4z = 0 

b/ M trung ñieåm AB  M(1; 2; 0) 

  (P) qua M(1; 2; 0), (P)  O1A  

            Vectô phaùp tuyeán cuûa maët phaúng (P): 
P 1

n O A (2; 0; 4)    

       Phöông trình mp(P): 2(x – 1) + 0(y – 2) – 4(z – 0) = 0  x  2z – 1 = 0 

  Phöông trình tham soá OA:  




 
 

x t

y 0 t

z 0

 

x 

y 

z 

O 

A 
B 

B1 

A1 
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  N = (P)  OA ta coù heä 

  






 

x 2z 1 0

x t

y 0

z 0

  





 

x 1

y 0

z 0

   N(1; 0; 0) 

  Phöông trình tham soá OA1:  




 
 

x t

y 0 t

z 2t

 

  K = OA1  (P) ta coù heä 

  
 



 

x 2z 1 0

x t

y 0

z 2t

  


 





  


1
x

3

y 0

2
z

3

   
1 2

K ; 0;

3 3

 
  
 

 

  
   

         
   

2 2

21 2 2 5
KN 1 (0 0) 0

3 3 3

 

Baøi 12:  

     Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho ba ñieåm A(2; 0; 1), B(1; 0; 0),            

C(1; 1; 1) vaø maët phaúng (P): x + y + z  2 = 0. Vieát phöông trình maët caàu ñi qua ba 

ñieåm A, B, C vaø coù taâm thuoäc maët phaúng (P). 

Giaûi 

     Goïi  I(x; y; z) laø taâm maët caàu. Giaû thieát cho 

  



2 2 2
IA IB IC

I (P)

 

    

     

         

        



         


   



2 2 22 2 2

2 2 2 2 22

x 2 y z 1 x 1 y z

x 2 y z 1 x 1 y 1 z 1

x y z 2 0

 

    

    
 

      
      

2x 2z 4 0 x 1

2x 2y 2 0 y 0   I (1; 0; 1)

x y z 2 0 z 1

. Baùn kính  R = IB = 1 

 Vaäy phöông trình maët caàu laø:        
2 22

x 1 y z 1 1 . 

Baøi 13: ÑEÀ DÖÏ BÒ 1  

 Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcaùc vuoâng goùc Oxyz cho maët phaúng  

  (P):  2x + 2y + z  m
2

  3m = 0 (m laø tham soá)  

 vaø maët caàu (S): (x  1)
2

 + (y + 1)
2

 + (z  1)
2

 = 9. 

 Tìm m ñeå maët phaúng (P) tieáp xuùc vôùi maët caàu (S) vôùi m tìm ñöôïc haõy xaùc ñònh 
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toïa ñoä tieáp ñieåm cuûa maët phaúng (P) vaø maët caàu (S). 

Giaûi 

      Maët caàu (S) coù taâm I(1; 1; 1), baùn kính R = 3 

  Maët phaúng (P) tieáp xuùc vôùi (S):   d(I, (P)) = R 

   

   
        

    

2

2

2

m 3m 1 9

2 2 1 m 3m 3 4 4 1

m 3m 1 9

 

  

    
  

    

2

2

m 3m 10 0 m 2

m 5m 3m 8 0 (VN)

   

   (P): 2x + 2y + z 10 = 0       (1) 

  Goïi  ñöôøng thaúng qua I vaø   (P) 

   qua I (1; 1; 1) vaø  
p

a n (2; 2; 1).      

           Phöông trình tham soá : 

x 1 2t (2)

y 1 2t (3)

z 1 t (4)

 


  
  

 . 

  Tieáp ñieåm M laø giao ñieåm cuûa  vaø (P), thay (2), (3), (4) vaøo (1) ta ñöôïc:  

  2(1 + 2t) + 2(1 + 2t) + 1 + t  10 = 0   t = 1  M(3; 1; 2). 


