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I. HEÄ THÖÙC CÔ BAÛN
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1.
Ñònh nghóa caùc giaù trò löôïng giaùc:
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Nhaän xeùt: 
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( tana xaùc ñònh khi 
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( cota xaùc ñònh khi 
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2.
Daáu cuûa caùc giaù trò löôïng giaùc:

	[image: image883.wmf]2

p

Cung phaàn tö

Giaù trò löôïng giaùc
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3.
Heä thöùc cô baûn: 

	sin2a + cos2a = 1; 
tana.cota = 1
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4.
Cung lieân keát: 

	Cung ñoái nhau
	Cung buø nhau
	Cung phuï nhau
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5. Baûng giaù trò löôïng giaùc cuûa caùc goùc (cung) ñaëc bieät
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II. COÂNG THÖÙC COÄNG

Coâng thöùc coäng: 
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III. COÂNG THÖÙC NHAÂN

1.
Coâng thöùc nhaân ñoâi:

 

        
sin2a = 2sina.cosa
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2.
Coâng thöùc haï baäc:


3. Coâng thöùc nhaân ba:
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4.   Coâng thöùc bieåu dieãn sina, cosa, tana theo t = tan
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IV. COÂNG THÖÙC BIEÁN ÑOÅI

1.
Coâng thöùc bieán ñoåi toång thaønh tích:
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2.
Coâng thöùc bieán ñoåi tích thaønh toång:
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Vaán ñeà 1: 
TAÄP XAÙC ÑÒNH, TAÄP GIAÙ TRÒ, TÍNH CHAÜN – LEÛ, CHU KYØ


[image: image36.wmf]sin

yx

=

: Taäp xaùc ñònh D = R; taäp giaù trò 
[image: image37.wmf]1,1

T

éù

=-

ëû

; haøm leû, chu kyø 
[image: image38.wmf]0

2

T

=

p

.

*
y = sin(ax + b) coù chu kyø 
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y = sin(f(x)) xaùc ñònh 
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y = cos(ax + b) coù chu kyø 
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y = cos(f(x)) xaùc ñònh 
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; taäp giaù trò T = R, haøm leû, chu kyø 
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*
y = tan(ax + b) coù chu kyø 
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y = tan(f(x)) xaùc ñònh 
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; taäp giaù trò T = R, haøm leû, chu kyø 
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y = cot(ax + b) coù chu kyø 
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*
y = cot(f(x)) xaùc ñònh 
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*
y = f1(x) coù chu kyø T1 ; 
y = f2(x) coù chu kyø T2
Thì haøm soá 
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Baøi 1. Tìm taäp xaùc ñònh vaø taäp giaù trò cuûa caùc haøm soá sau:
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i/  y = 
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Baøi 2. Tìm giaù trò lôùn nhaát, giaù trò nhoû nhaát cuûa haøm soá:

a/  y = 
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g/  y = sinx + cosx

h/  y =
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Baøi 3.  Xeùt tính chaün – leû cuûa haøm soá:


a/  y = sin2x


b/  y = 2sinx + 3

c/  y = sinx + cosx

d/  y = tanx + cotx

e/  y = sin4x


f/  y = sinx.cosx

g/  y  = 
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h/  y  = 
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i/  y = 
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Baøi 4. 
Tìm chu kyø cuûa haøm soá:
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i/  y = tan((3x + 1)
ÑS:
a/  
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Vaán ñeà 2: 
ÑOÀ THÒ CUÛA HAØM SOÁ LÖÔÏNG GIAÙC

1/
Veõ ñoà thò haøm soá löôïng giaùc:

–
Tìm taäp xaùc ñònh D.

–
Tìm chu kyø T0 cuûa haøm soá.

–
Xaùc ñònh tính chaün – leû (neáu caàn).

–
Laäp baûng bieán thieân treân moät ñoaïn coù ñoä daøi baèng chu kyø T0 coù theå choïn:
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–
Veõ ñoà thò treân ñoaïn coù ñoä daøi baèng chu kyø.
–     Roài suy ra phaàn ñoà thò coøn laïi baèng pheùp tònh tieán theo veùc tô 
[image: image92.wmf]0

..

vkTi

=

rr

 veà beân traùi vaø phaûi song song vôùi truïc hoaønh Ox (vôùi 
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 laø veùc tô ñôn vò treân truïc Ox).

2/
Moät soá pheùp bieán ñoåi ñoà thò:

a/
Töø ñoà thò haøm soá y = f(x), suy ra ñoà thò haøm soá y = f(x) + a baèng caùch tònh tieán ñoà thò y = f(x) leân treân truïc hoaønh a ñôn vò neáu a > 0 vaø tònh tieán xuoáng phía döôùi truïc hoaønh a ñôn vò neáu a < 0.

b/
Töø ñoà thò y = f(x), suy ra ñoà thò y = –f(x) baèng caùch laáy ñoái xöùng ñoà thò y = f(x) qua truïc hoaønh.

c/
Ñoà thò  
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   ñöôïc suy töø ñoà thò y = f(x) baèng caùch giöõ nguyeân phaàn ñoà thò y = f(x) ôû phía treân truïc hoaønh vaø laáy ñoái xöùng phaàn ñoà thò y = f(x) naèm ôû phía döôùi truïc hoaønh qua truïc hoaønh.
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Ví duï 1: Veõ ñoà thò haøm soá y = f(x) = sinx.

–
Taäp xaùc ñònh: D = R.

–
Taäp giaù trò:  
[image: image95.wmf]1,1.
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–
Chu kyø: T = 2.

–
Baûng bieán thieân treân ñoaïn 
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–
Tònh tieán theo veùctô 
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rr
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 ta ñöôïc ñoà thò y = sinx.

Nhaän xeùt:

–
Ñoà thò laø moät haøm soá leû neân nhaän goác toïa ñoä O laøm taâm ñoái xöùng.
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–
Haøm soá ñoàng bieán treân khoaûng 
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Ví duï 2: Veõ ñoà thò haøm soá y = f(x) = cosx.

–
Taäp xaùc ñònh: D = R.

–
Taäp giaù trò:  
[image: image100.wmf]1,1.
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–
Chu kyø: T = 2.

–
Baûng bieán thieân treân ñoaïn 
[image: image101.wmf]0,2:
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–
Tònh tieán theo veùctô 
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 ta ñöôïc ñoà thò y = cosx.

Nhaän xeùt:

–
Ñoà thò laø moät haøm soá chaün neân nhaän truïc tung Oy laøm truïc ñoái xöùng.

–
Haøm soá nghòch bieán treân khoaûng 
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Ví duï 3: Veõ ñoà thò haøm soá y = f(x) = tanx.
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Taäp xaùc ñònh: D = R
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–
Taäp giaù trò:  R.

–
Giôùi haïn:  
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 laø tieäm caän ñöùng.

–
Chu kyø: T = .
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–
Baûng bieán thieân treân 
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–    Tònh tieán theo veùctô 
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 ta ñöôïc ñoà thò y = tanx.

Nhaän xeùt:

–
Ñoà thò laø moät haøm soá leû neân nhaän goác toïa ñoä O laøm taâm ñoái xöùng.

–
Haøm soá luoân ñoàng bieán treân taäp xaùc ñònh D.
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Ví duï 4: Veõ ñoà thò haøm soá y = f(x) = cotx.

–
Taäp xaùc ñònh: D = R
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–
Taäp giaù trò:  R.

–
Giôùi haïn: 
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tieäm caän ñöùng: x = 0, x = .

–
Chu kyø: T = .

–
Baûng bieán thieân treân ñoaïn 
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–
Tònh tieán theo veùctô 
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 ta ñöôïc ñoà thò y = cotx.

Nhaän xeùt:

–
Ñoà thò laø moät haøm soá leû neân nhaän goác toïa ñoä O laøm taâm ñoái xöùng.

–
Haøm soá luoân giaûm treân taäp xaùc ñònh D. 

Ví duï 5: Veõ ñoà thò  y = – sinx.

–
Veõ ñoà thò  y = sinx.

[image: image900.wmf]3

–
Töø ñoà thò y = sinx, ta suy ra ñoà thò y = –sinx baèng caùch laáy ñoái xöùng qua Ox.

Ví duï 6: Veõ ñoà thò  y = (sinx(
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 Ví duï 7: Veõ ñoà thò haøm soá   y = 1 + cosx.

–
Veõ ñoà thò  y = cosx.

–
Töø ñoà thò   y = cosx, ta suy ra ñoà thò 
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 baèng caùch tònh tieán ñoà thò 
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–
Baûng bieán thieân treân ñoaïn 
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Ví duï 8: Veõ ñoà thò   y = sin2x.

–
y = sin2x coù chu kyø T = 

–
Baûng bieán thieân treân ñoaïn 
[image: image118.wmf]0,2
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Ví duï 9: Veõ ñoà thò   y = cos2x.

–
y = cos2x coù chu kyø T = 

–
Baûng bieán thieân treân ñoaïn 
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Ví duï 10: Veõ ñoà thò   
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Ví duï 11: Veõ ñoà thò   
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Ví duï 12: Veõ ñoà thò   
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 coù chu kyø T = 2.
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Ví duï 13: Veõ ñoà thò   
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 coù chu kyø T = 2.
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Ví duï 14: Veõ ñoà thò   y = tanx + cotx.

–
Taäp xaùc ñònh:  
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Chu kyø T = .
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I. PHÖÔNG TRÌNH LÖÔÏNG GIAÙC CÔ BAÛN

1.
Phöông trình sinx = sin

a/
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Caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät:
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2.
Phöông trình cosx  = cos

a/
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Caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät:
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3.
Phöông trình tanx  = tan
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Caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät:
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4.
Phöông trình cotx  = cot
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Caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät:
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5.
Moät soá ñieàu caàn chuù yù:


a/
Khi giaûi phöông trình coù chöùa caùc haøm soá tang, cotang, coù maãu soá hoaëc chöùa caên baäc chaün, thì nhaát thieát phaûi ñaët ñieàu kieän ñeå phöông trình xaùc ñònh.
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Phöông trình chöùa tanx thì ñieàu kieän:  
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Phöông trình chöùa cotx thì ñieàu kieän:  
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Phöông trình chöùa caû tanx vaø cotx thì ñieàu kieän 
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Phöông trình coù maãu soá:
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[image: image160.wmf]cot0()

2

xxkkZ

¹Û¹Î

p



b/
Khi tìm ñöôïc nghieäm phaûi kieåm tra ñieàu kieän. Ta thöôøng duøng moät trong caùc caùch sau ñeå kieåm tra ñieàu kieän:



1.
Kieåm tra tröïc tieáp baèng caùch thay giaù trò cuûa x vaøo bieåu thöùc ñieàu kieän.



2.
Duøng ñöôøng troøn löôïng giaùc.



3.
Giaûi caùc phöông trình voâ ñònh.

Baøi 1. Giaûi caùc phöông trình: 
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15) cos(2x + 250) = 
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Baøi 2. Giaûi caùc phöông trình: 

1) 
[image: image176.wmf](

)

(

)

sin31sin2

xx

+=-




2) 
[image: image177.wmf]coscos2

36

xx

æöæö

-=+

ç÷ç÷

èøèø

pp



3) 
[image: image178.wmf]cos3sin2

xx

=





4) 
[image: image179.wmf](

)

0

sin120cos20

xx

-+=



5) 
[image: image180.wmf]cos2cos0

33

xx

æöæö

++-=

ç÷ç÷

èøèø

pp



6) 
[image: image181.wmf]sin3sin0

42

x

x

æö

+-=

ç÷

èø

p



7) 
[image: image182.wmf]tan3tan

46

xx

æöæö

-=+

ç÷ç÷

èøèø

pp




8) 
[image: image183.wmf]cot2cot

43

xx

æöæö

-=+

ç÷ç÷

èøèø

pp

  


9) 
[image: image184.wmf](

)

tan21cot0

xx

++=




10) 
[image: image185.wmf](

)

2

cos0

xx

+=




11) 
[image: image186.wmf](

)

2

sin20

xx

-=

    



12) 
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II. PHÖÔNG TRÌNH BAÄC HAI ÑOÁI VÔÙI MOÄT HAØM SOÁ LÖÔÏNG GIAÙC
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Neáu ñaët:  
[image: image192.wmf]2
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Baøi 1. Giaûi caùc phöông trình sau:


1)  2sin2x + 5cosx + 1 = 0 


2)  4sin2x – 4cosx – 1 = 0 


3)  4cos5x.sinx – 4sin5x.cosx = sin24x 

4) 
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7) tan2x + cot2x = 2 



8) cot22x – 4cot2x + 3 = 0

Baøi 2. Giaûi caùc phöông trình sau:


1) 4sin23x + 
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2) cos2x + 9cosx + 5 = 0


3) 4cos2(2 – 6x) + 16cos2(1 – 3x) = 13
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5) 
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6) 9 – 13cosx + 
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9) cos2x – 3cosx = 
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10) 2cos2x + tanx = 
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Baøi 3. Cho phöông trình  
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. Tìm caùc nghieäm cuûa phöông trình  thuoäc
[image: image205.wmf](

)

0;2

p

.
Baøi 4. Cho phöông trình : cos5x.cosx = cos4x.cos2x + 3cos2x + 1. Tìm caùc nghieäm cuûa phöông trình  thuoäc 
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Baøi 5. Giaûi phöông trình : 
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III. PHÖÔNG TRÌNH BAÄC NHAÁT THEO SINX VAØ COSX

DAÏNG: a sinx + b cosx = c   (1)

Caùch 1:

(
Chia hai veá phöông trình cho  
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 ta ñöôïc: 
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phöông trình trôû thaønh:  
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cos()cos(2)

c

x

ab

Û-==

+

ab


(
Ñieàu kieän ñeå phöông trình coù nghieäm laø: 
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Caùch 2: 
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Xeùt 
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Ñaët:  
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 ta ñöôïc phöông trình baäc hai theo t:  
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Giaûi (3), vôùi moãi nghieäm t0, ta coù phöông trình:  
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Ghi chuù: 


1/
Caùch 2 thöôøng duøng ñeå giaûi vaø bieän luaän.
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Cho duø caùch 1 hay caùch 2 thì ñieàu kieän ñeå phöông trình coù nghieäm: 
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Baát ñaúng thöùc B.C.S:
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Baøi 1. Giaûi caùc phöông trình sau:
1) 
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Baøi 2. Giaûi caùc phöông trình sau:
1) 
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4) cosx – 
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5) sin5x + cos5x = 
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6) (3cosx – 4sinx – 6)2 + 2 = – 3(3cosx – 4sinx – 6)

Baøi 3. Giaûi caùc phöông trình sau:

1) 3sinx – 2cosx = 2

2) 
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 = 0

3) cosx + 4sinx = –1

4) 2sinx – 5cosx = 5

Baøi 4. Giaûi caùc phöông trình sau:

1) 2sin
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Baøi 5. Tìm m ñeå phöông trình : (m + 2)sinx + mcosx = 2 coù nghieäm .
Baøi 6. Tìm m ñeå phöông trình : (2m – 1)sinx + (m – 1)cosx = m – 3 voâ nghieäm. 
IV. PHÖÔNG TRÌNH ÑAÚNG CAÁP BAÄC HAI

DAÏNG: a sin2x + b sinx.cosx + c cos2x = d   (1)

Caùch 1:

(
Kieåm tra cosx = 0 coù thoaû maõn hay khoâng?


Löu yù: cosx = 0  
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Khi 
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Ñaët: t = tanx, ñöa veà phöông trình baäc hai theo t:
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Caùch 2: Duøng coâng thöùc haï baäc
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Baøi 1. Giaûi caùc phöông trình sau:

1) 
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11) cos2x + 3sin2x + 
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12) 2cos2x – 3sinx.cosx + sin2x = 0
Baøi 2. Giaûi caùc phöông trình sau:

1) sin3x + 2sin2x.cos2x – 3cos3x = 0
2) 
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Baøi 3. Tìm m ñeå phöông trình : (m + 1)sin2x – sin2x + 2cos2x = 1 coù nghieäm.
Baøi 4. Tìm m ñeå phöông trình : (3m – 2)sin2x – (5m – 2)sin2x + 3(2m + 1)cos2x = 0 voâ 
nghieäm .

V. PHÖÔNG TRÌNH ÑOÁI XÖÙNG

Daïng 1:  a.(sinx ( cosx) + b.sinx.cosx + c = 0
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Thay vaøo phöông trình ñaõ cho, ta ñöôïc phöông trình baäc hai theo t. Giaûi phöông trình naøy tìm t thoûa  
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Löu yù daáu:
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Daïng 2:  a.|sinx ( cosx| + b.sinx.cosx + c = 0
(
Ñaët: 
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[image: image267.wmf]2
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Töông töï daïng treân. Khi tìm x caàn löu yù phöông trình chöùa daáu giaù trò tuyeät ñoái.

Baøi 1. Giaûi caùc phöông trình:

1) 
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5) 
sinx + cosx – 4sinx.cosx – 1 = 0
6) 
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Baøi 2. Giaûi caùc phöông trình:

1) 
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2) 5sin2x – 12(sinx – cosx) + 12 = 0


3) 
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4) cosx – sinx + 3sin2x – 1 = 0


5) sin2x + 
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Baøi 3. Giaûi caùc phöông trình:

1) sin3x + cos3x = 1 + 
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2) 2sin2x – 
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VI. PHÖÔNG TRÌNH DAÏNG KHAÙC
Baøi 1. Giaûi caùc phöông trình sau:


1) sin2x = sin23x



2) sin2x + sin22x + sin23x = 
[image: image279.wmf]3
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3) cos2x + cos22x + cos23x = 1

4) cos2x + cos22x + cos23x  + cos24x = 
[image: image280.wmf]3
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Baøi 2. Giaûi caùc phöông trình sau:


1) sin6x + cos6x = 
[image: image281.wmf]1
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2) sin8x + cos8x = 
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3) cos4x + 2sin6x = cos2x


4) sin4x + cos4x – cos2x + 
[image: image283.wmf]2
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 – 1 = 0

Baøi 3. Giaûi caùc phöông trình sau:


1) 1 + 2sinx.cosx = sinx + 2cosx

2) sinx(sinx – cosx) – 1 = 0


3) sin3x + cos3x = cos2x


4) sin2x = 1 + 
[image: image284.wmf]2

cosx + cos2x


5) sinx(1 + cosx) = 1 + cosx + cos2x
6) (2sinx – 1)(2cos2x + 2sinx + 1) = 3 – 4cos2x


7) (sinx – sin2x)(sinx + sin2x) = sin23x



8) sinx + sin2x + sin3x = 
[image: image285.wmf]2

(cosx + cos2x + cos3x)
Baøi 4. Giaûi caùc phöông trình sau:


1) 2cosx.cos2x = 1 + cos2x + cos3x
2) 2sinx.cos2x + 1 + 2cos2x + sinx = 0


3) 3cosx + cos2x – cos3x + 1 = 2sinx.sin2x


4) cos5x.cosx = cos4x.cos2x + 3cos2x + 1
Baøi 5. Giaûi caùc phöông trình sau:


1) sinx + sin3x + sin5x = 0

2) cos7x + sin8x = cos3x – sin2x


3) cos2x – cos8x + cos6x = 1

4) sin7x + cos22x = sin22x + sinx

Baøi 6. Giaûi caùc phöông trình sau:


1) sin3x + cos3x + 
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2) 1 + sin2x + 2cos3x(sinx + cosx) = 2sinx + 2cos3x + cos2x
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I. Qui taéc ñeám
1. Qui taéc coäng:

Moät coâng vieäc naøo ñoù coù theå ñöôïc thöïc hieän theo moät trong hai phöông aùn A hoaëc B. Neáu phöông aùn A coù m caùch thöïc hieän, phöông aùn B coù n caùch thöïc hieän vaø khoâng truøng vôùi baát kì caùch naøo trong phöông aùn A thì coâng vieäc ñoù coù m + n caùch thöïc hieän.
2. Qui taéc nhaân:

Moät coâng vieäc naøo ñoù coù theå bao goàm hai coâng ñoaïn A vaø B. Neáu coâng ñoaïn A coù m caùch thöïc hieän vaø öùng vôùi moãi caùch ñoù coù n caùch thöïc hieän coâng ñoaïn B thì coâng vieäc ñoù coù m.n caùch thöïc hieän.
Baøi 1: Töø thaønh phoá A ñeán thaønh phoá B coù 3 con ñöôøng, töø thaønh phoá A ñeán thaønh phoá C coù 2 con ñöôøng, töø thaønh phoá B ñeán thaønh phoá D coù 2 con ñöôøng, töø thaønh phoá C ñeán thaønh phoá D coù 3 con ñöôøng. Khoâng coù con ñöôøng naøo noái thaønh phoá B vôùi thaønh phoá C. 
Hoûi coù taát caû bao nhieâu ñöôøng ñi töø thaønh phoá A ñeán thaønh phoá D?


ÑS:
 coù 12 caùch.
Baøi 2: Coù bao nhieâu soá töï nhieân khaùc nhau nhoû hôn 2.108, chia heát cho 3, coù theå ñöôïc vieát bôûi caùc chöõ soá 0, 1, 2?


ÑS:  Coù 
2.37 – 1 = 4374 – 1 = 4373 (soá)
Baøi 3: Vôùi caùc chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5, 6 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá töï nhieân thoaû:


a) goàm 6 chöõ soá.


b) goàm 6 chöõ soá khaùc nhau.


c) goàm 6 chöõ soá khaùc nhau vaø chia heát cho 2.


ÑS:
a) 66

b) 6!

c) 3.5! = 360
Baøi 4: Coù 25 ñoäi boùng ñaù tham gia tranh cuùp. Cöù 2 ñoäi phaûi ñaáu vôùi nhau 2 traän (ñi vaø veà). Hoûi coù bao nhieâu traän ñaáu?


ÑS:
coù 25.24 = 600 traän

Baøi 5: Coù bao nhieâu soá palindrom goàm 5 chöõ soá (soá palindrom laø soá maø neáu ta vieát caùc chöõ soá theo thöù töï ngöôïc laïi thì giaù trò cuûa noù khoâng thay ñoåi).


ÑS: Soá caàn tìm coù daïng:

[image: image288.wmf]abcba


( coù 9.10.10 = 900 (soá)
Baøi 6: a/ Moät boù hoa goàm coù: 5 boâng hoàng traéng, 6 boâng hoàng ñoû vaø 7 boâng hoàng vaøng. Hoûi coù maáy caùch choïn laáy 1 boâng hoa?


b/ Töø caùc chöõ soá 1, 2, 3 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá khaùc nhau coù nhöõng chöõ soá khaùc nhau?


ÑS: a/  18. 
b/   15.

Baøi 7: a/ Töø caùc chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá töï nhieân coù 5 chöõ soá?


b/ Töø caùc chöõ soá 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá töï nhieân chaün coù 3 chöõ soá?


c/ Coù bao nhieâu soá töï nhieân coù hai chöõ soá maø caû hai chöõ soá ñeàu laø soá chaün?


d/ Coù bao nhieâu soá töï nhieân coù 5 chöõ soá, trong ñoù caùc chöõ soá caùch ñeàu chöõ soá ñöùng giöõa thì gioáng nhau?


e/ Coù bao nhieâu soá töï nhieân coù 6 chöõ soá vaø chia heát cho 5?


ÑS: a/ 3125. 
b/   168.              c/  20           d/  900.       e/ 180000.

Baøi 8: Moät ñoäi vaên ngheä chuaån bò ñöôïc 2 vôû kòch, 3 ñieäu muùa vaø 6 baøi haùt. Taïi hoäi dieãn, moãi ñoäi chæ ñöôïc trình dieãn 1 vôû kòch, 1 ñieäu muùa vaø 1 baøi haùt. Hoûi ñoäi vaên ngheä treân coù bao nhieâu caùch choïn chöông trình bieåu dieãn, bieát raèng chaát löôïng caùc vôû kòch, ñieäu muùa, caùc baøi haùt laø nhö nhau?


ÑS: 36.

Baøi 9: Moät ngöôøi coù 7 caùi aùo trong ñoù coù 3 aùo traéng vaø 5 caùi caø vaït trong ñoù coù hai caø vaït maøu vaøng. Hoûi ngöôøi ñoù coù bao nhieâu caùch choïn aùo – caø vaït neáu:


a/ Choïn aùo naøo cuõng ñöôïc vaø caø vaït naøo cuõng ñöôïc?


b/ Ñaõ choïn aùo traéng thì khoâng choïn caø vaït maøu vaøng?


ÑS: a/ 35. 
b/   29.

Baøi 10: Cho taäp hôïp A = {1, 2, 3, 4, 5}. Coù bao nhieâu caëp saép thöù töï (x, y) bieát raèng:


a/ 
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ÑS: 
a/ 25. 

b/   20.

c/  5 caëp.

Baøi 11: Cho taäp hôïp A = {1, 2, 3, … , n} trong ñoù n laø soá nguyeân döông lôùn hôn 1. Coù bao nhieâu caëp saép thöù töï (x, y), bieát raèng: 
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Baøi 12: Vôùi 5 chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá:


a/ Goàm 2 chöõ soá?

b/ Goàm 2 chöõ soá khaùc nhau?

c/ Soá leû goàm 2 chöõ soá?

d/ Soá chaün goàm 2 chöõ soá khaùc nhau?

e/ Goàm 5 chöõ soá vieát khoâng laëp laïi?


f/ Goàm 5 chöõ soá vieát khoâng laëp laïi chia heát cho 5?


ÑS: a/ 25. 
 b/   20.
c/ 15

d/  8.

e/ 120.

f/ 24.

Baøi 13: Töø 6 soá: 0, 1, 2, 3, 4, 5 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá coù 3 chöõ soá:


a/ Khaùc nhau?


b/ Khaùc nhau, trong ñoù coù bao nhieâu soá lôùn hôn 300?


c/ Khaùc nhau, trong ñoù coù bao nhieâu soá chia heát cho 5?


d/ Khaùc nhau, trong ñoù coù bao nhieâu soá chaün?


e/ Khaùc nhau, trong ñoù coù bao nhieâu soá leû?


ÑS: a/ 100.     b/   60.
c/ 36

d/  52.

e/ 48.

Baøi 14: a/ Töø caùc soá: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá leû coù 3 chöõ soá khaùc nhau nhoû hôn 400?


b/ Töø caùc chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá coù 3 chöõ soá khaùc nhau naèm trong khoaûng (300 , 500).


ÑS: a/ 35. 
b/   24.              

Baøi 15: Moät tröôøng phoå thoâng coù 12 hoïc sinh chuyeân tin vaø 18 hoïc sinh chuyeân toaùn. Thaønh laäp moät ñoaøn goàm hai ngöôøi sao cho coù moät hoïc sinh chuyeân toaùn vaø moät hoïc sinh chuyeân tin. Hoûi coù bao nhieâu caùch laäp moät ñoaøn nhö treân?
Baøi 16: Coù bao nhieâu caùch saép xeáp 3 ngöôøi ñaøn oâng vaø 2 ngöôøi ñaøn baø ngoài treân moät chieác gheá daøi sao cho 2 ngöôøi cuøng phaùi phaûi ngoài gaàn nhau.

Baøi 17: Coù bao nhieâu caùch saép xeáp 8 vieân bi ñoû vaø 8 vieân bi ñen xeáp thaønh moät daõy sao cho hai vieân bi cuøng maøu khoâng ñöôïc ôû gaàn nhau.
II. Hoaùn vò

1. Giai thöøa:


n! = 1.2.3…n




Qui öôùc: 0! = 1

n! = (n–1)!n
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2. Hoaùn vò (khoâng laëp):

Moät taäp hôïp goàm n phaàn töû (n ( 1). Moãi caùch saép xeáp n phaàn töû naøy theo moät thöù töï naøo ñoù ñöôïc goïi laø moät hoaùn vò cuûa n phaàn töû.


Soá caùc hoaùn vò cuûa n phaàn töû laø:
Pn = n!
3. Hoaùn vò laëp:

Cho k phaàn töû khaùc nhau: a1, a2, …, ak. Moät caùch saép xeáp n phaàn töû trong ñoù goàm n1 phaàn töû a1, n2 phaàn töû a2, …, nk phaàn töû ak (n1+n2+ …+ nk = n) theo moät thöù töï naøo ñoù ñöôïc goïi laø moät hoaùn vò laëp caáp n vaø kieåu (n1, n2, …, nk) cuûa k phaàn töû.


Soá caùc hoaùn vò laëp caáp n, kieåu (n1, n2, …, nk) cuûa k phaàn töû laø:

Pn(n1, n2, …, nk) = 
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4. Hoaùn vò voøng quanh:

Cho taäp A goàm n phaàn töû. Moät caùch saép xeáp n phaàn töû cuûa taäp A thaønh moät daõy kín ñöôïc goïi laø moät hoaùn vò voøng quanh cuûa n phaàn töû.


Soá caùc hoaùn vò voøng quanh cuûa n phaàn töû laø:
Qn = (n – 1)!
Baøi 1: Ruùt goïn caùc bieåu thöùc sau:

A = 
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ÑS:
A = – 4(m–1)m;
B = 
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C = 20
Baøi 2: Chöùng minh raèng:


a) Pn – Pn–1 = (n–1)Pn–1

b) 
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Baøi 3: Giaûi phöông trình:
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ÑS:
x = 2; x = 3

Baøi 4: Giaûi baát phöông trình:
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( n = 4, n = 5, n = 6

Baøi 5: Giaûi caùc phöông trình:


a) P2.x2 – P3.x = 8

b) 
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ÑS:
a) x = –1; x = 4
b) x = 2; x = 3

Baøi 6: Xeùt caùc soá töï nhieân goàm 5 chöõ soá khaùc nhau laäp töø caùc chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5. Hoûi trong caùc soá ñoù coù bao nhieâu soá:


a) Baét ñaàu baèng chöõ soá 5?

b) Khoâng baét ñaàu baèng chöõ soá 1?


c) Baét ñaàu baèng 23?


d) Khoâng baét ñaàu baèng 345?


ÑS:
a) 4!

b) 5! – 4!
c) 3!

d) 5! – 2!
Baøi 7: Xeùt caùc soá töï nhieân goàm 5 chöõ soá khaùc nhau ñöôïc laäp töø caùc soá 1, 3, 5, 7, 9. Hoûi trong caùc soá ñoù coù bao nhieâu soá:


a/  Baét ñaàu bôûi chöõ soá 9?
b/  Khoâng baét ñaàu bôûi chöõ soá 1?


c/  Baét ñaàu bôûi 19?

d/  Khoâng baét ñaàu bôûi 135?

 
ÑS:
 a/ 24. 

b/  96.              c/  6           
d/  118.

Baøi 8: Vôùi moãi hoaùn vò cuûa caùc soá 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ta ñöôïc moät soá töï nhieân. Tìm toång taát caû caùc soá töï nhieân coù ñöôïc töø caùc hoaùn vò cuûa 7 phaàn töû treân?


ÑS: Vôùi moïi i, j ( 
[image: image308.wmf]{
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( Toång taát caû caùc soá laø: (6!1+…+6!7) + (6!1+…+6!7).10 +…+ (6!1+…+6!7).106






= 6! (1+2+…+7).(1+10+…+106)

Baøi 9: Tìm toång S cuûa taát caû caùc soá töï nhieân, moãi soá ñöôïc taïo thaønh bôûi hoaùn vò cuûa 6 chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5, 6.


ÑS:  279999720.

Baøi 10: Treân moät keä saùch coù 5 quyeån saùch Toaùn, 4 quyeån saùch Lí, 3 quyeån saùch Vaên. Caùc quyeån saùch ñeàu khaùc nhau. Hoûi coù bao nhieâu caùch saép xeáp caùc quyeån saùch treân:


a) Moät caùch tuyø yù?


b) Theo töøng moân?


c) Theo töøng moân vaø saùch Toaùn naèm ôû giöõa?


ÑS:
a) P12

b) 3!(5!4!3!)

c) 2!(5!4!3!)

Baøi 11: Coù 5 hoïc sinh nam laø A1, A2, A3, A4, A5 vaø 3 hoïc sinh nöõ B1, B2, B3 ñöôïc xeáp ngoài xung quanh moät baøn troøn. Hoûi coù bao nhieâu caùch saép xeáp neáu:


a) Moät caùch tuyø yù?


b) A1 khoâng ngoài caïnh B1?


c) Caùc hoïc sinh nöõ khoâng ngoài caïnh nhau?


ÑS:
a) Q8 = 7!

b) Q7 = 6!

c)  Coù 4!5.4.3 caùch saép xeáp

Baøi 12: Vôùi caùc chöõ soá 0, 1, 2, 3, 4, 5 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá goàm 8 chöõ soá, trong ñoù chöõ soá 1 coù maët 3 laàn, moãi chöõ soá khaùc coù maët ñuùng moät laàn?


ÑS:
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Baøi 13: Coù bao nhieâu soá töï nhieân coù 3 chöõ soá khaùc nhau vaø khaùc 0 bieát raèng toång cuûa 3 chöõ soá naøy baèng 9.


ÑS:  18.

Baøi 14: Töø caùc chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5, 6 thieát laäp taát caû caùc soá coù 6 chöõ soá khaùc nhau. Hoûi trong caùc soá ñaõ thieát laäp ñöôïc, coù bao nhieâu soá maø hai chöõ soá 1 vaø 6 khoâng ñöùng caïnh nhau?


ÑS:  480.

Baøi 15: Coù bao nhieâu caùch saép xeáp 5 baïn hoïc sinh A, B, C, D, E ngoài vaøo moät chieác gheá daøi sao cho:

a/  Baïn C ngoài chính giöõa?


b/  Hai baïn A vaø E ngoài ôû hai ñaàu gheá?


ÑS: a/ 24. 

b/  12.              

Baøi 16: Moät hoäi nghò baøn troøn coù phaùi ñoaøn cuûa caùc nöôùc: Myõ 5 ngöôøi, Nga 5 ngöôøi, Anh 4 ngöôøi, Phaùp 6 ngöôøi, Ñöùc 4 ngöôøi. Hoûi coù bao nhieâu caùch saép xeáp cho moïi thaønh vieân sao cho ngöôøi cuøng quoác tòch ngoài gaàn nhau?


ÑS:  143327232000.

Baøi 17: Saép xeáp 10 ngöôøi vaøo moät daõy gheá. Coù bao nhieâu caùch saép xeáp choã ngoài neáu:


a/  Coù 5 ngöôøi trong nhoùm muoán ngoài keà nhau?


b/  Coù 2 ngöôøi trong nhoùm khoâng muoán ngoài keà nhau?


ÑS: a/ 86400. 

b/  2903040.

Baøi 18: Saép xeáp 6 nam sinh vaø 4 nöõ sinh vaøo moät daõy gheá. Hoûi coù bao nhieâu caùch saép xeáp choã ngoài neáu:


a/  Nam sinh ngoài keà nhau, nöõ sinh ngoài keà nhau?


b/  Chæ coù nöõ ngoài keà nhau?


ÑS: a/  34560. 

b/  120960.

Baøi 19: Coù bao nhieâu caùch saép xeáp 12 hoïc sinh ñöùng thaønh 1 haøng ñeå chuïp aûnh löu nieäm, bieát raèng trong ñoù phaûi coù 5 em ñònh tröôùc ñöùng keà nhau?


ÑS:  4838400.

Baøi 20: Coù 2 ñeà kieåm tra toaùn ñeå choïn ñoäi hoïc sinh gioûi ñöôïc phaùt cho 10 hoïc sinh khoái 11 vaø 10 hoïc sinh khoái 12. Coù bao nhieâu caùch saép xeáp 20 hoïc sinh treân vaøo 1 phoøng thi coù 5 daõy gheá sao cho hai em ngoài caïnh nhau coù ñeà khaùc nhau, coøn caùc em ngoài noái ñuoâi nhau coù cuøng moät ñeà?


ÑS:  26336378880000.

Baøi 21: Coù 3 vieân bi ñen (khaùc nhau), 4 vieân bi ñoû (khaùc nhau), 5 vieân bi vaøng (khaùc nhau), 6 vieân bi xanh (khaùc nhau). Hoûi coù bao nhieâu caùch saép xeáp caùc vieân bi treân thaønh moät daõy sao cho caùc vieân bi cuøng maøu ôû caïnh nhau?


ÑS: 298598400.

Baøi 22: Treân giaù saùch coù 30 taäp saùch. Coù theå saép xeáp theo bao nhieâu caùch khaùc nhau ñeå coù:


a/  Taäp 1 vaø taäp 2 ñöùng caïnh nhau?


b/  Taäp 5 vaø taäp 6 khoâng ñöùng caïnh nhau?


ÑS: a/ 2.29!. 

b/  28.29!.

Baøi 23: Vôùi 5 chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá goàm 8 chöõ soá, trong ñoù chöõ soá 1 coù maët ñuùng 3 laàn, chöõ soá 2 coù maët ñuùng 2 laàn vaø moãi chöõ soá coøn laïi coù maët ñuùng moät laàn?


ÑS:  3360.

Baøi 24: Vôùi caùc chöõ soá 0, 1, 2, 3, 4, 5 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá goàm 8 chöõ soá, trong ñoù chöõ soá 1 coù maët 3 laàn, moãi chöõ soá khaùc coù maët ñuùng 1 laàn.


ÑS:  5880.

Baøi 25: Xeùt nhöõng soá goàm 9 chöõ soá, trong ñoù coù 5 chöõ soá 1 vaø 4 chöõ soá coøn laïi laø 2, 3, 4, 5. Hoûi coù bao nhieâu soá nhö theá neáu:


a/  5 chöõ soá 1 ñöôïc xeáp keà nhau?


b/  Caùc chöõ soá ñöôïc xeáp tuyø yù?


ÑS: a/  120.

b/  3024.

III. Chænh hôïp
1. Chænh hôïp (khoâng laëp):

Cho taäp hôïp A goàm n phaàn töû. Moãi caùch saép xeáp k phaàn töû cuûa A (1 ( k ( n) theo moät thöù töï naøo ñoùñöôïc goïi laø moät chænh hôïp chaäp k cuûa n phaàn töû cuûa taäp A.


Soá chænh hôïp chaäp k cuûa n phaàn töû:
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( Coâng thöùc treân cuõng ñuùng cho tröôøng hôïp k = 0 hoaëc k = n.


( Khi k = n thì  
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2. Chænh hôïp laëp:

Cho taäp A goàm n phaàn töû. Moät daõy goàm k phaàn töû cuûa A, trong ñoù moãi phaàn töû coù theå ñöôïc laëp laïi nhieàu laàn, ñöôïc saép xeáp theo moät thöù töï nhaát ñònh ñöôïc goïi laø moät chænh hôïp laëp chaäp k cuûa n phaàn töû cuûa taäp A.


Soá chænh hôïp laëp chaäp k cuûa n phaàn töû: 
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Baøi 1: Ruùt goïn caùc bieåu thöùc sau:
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ÑS: A = 46;
B = 2750;
C = 1440;
D = 42

Baøi 2: Chöùng minh raèng:


a/  
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Baøi 3: Giaûi caùc phöông trình sau:


a) 
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ÑS:
a) n = 6

b) n = 3

c) n = 6
Baøi 4: Tìm n ( N sao cho:


a) 
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b) 2(
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ÑS:
a) n = 5

b) n = 4

c) n = 2; 3
Baøi 5: Giaûi caùc phöông trình:


a/  
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d/ 
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ÑS: a/  x = 11.
b/  x = 3; 4.
c/ x = 5.
d/ x = 8, 
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Baøi 6: Giaûi caùc baát phöông trình:
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ÑS:
a) n = 3; 4; 5

b) 2 ( n ( 36
Baøi 7: Tìm caùc soá aâm trong daõy soá 
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ÑS:  
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Baøi 8: Moät cuoäc khieâu vuõ coù 10 nam vaø 6 nöõ. Ngöôøi ta choïn coù thöù töï 3 nam vaø 3 nöõ ñeå gheùp thaønh 3 caëp. Hoûi coù bao nhieâu caùch choïn?


ÑS:
Coù 
[image: image336.wmf]33
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Baøi 9: Trong khoâng gian cho 4 ñieåm A, B, C, D. Töø caùc ñieåm treân ta laäp caùc vectô khaùc vectô – khoâng. Hoûi coù theå coù ñöôïc bao nhieâu vectô?


ÑS: 
[image: image337.wmf]2
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Baøi 10: Moät lôùp hoïc chæ coù caùc baøn ñoâi (2 choã ngoài). Hoûi lôùp naøy coù bao nhieâu hoïc sinh, bieát raèng chæ coù theå saép xeáp choã ngoài cho hoïc sinh cuûa lôùp naøy theo 132 sô ñoà khaùc nhau? (Soá choã ngoài vöøa ñuû soá hoïc sinh)


ÑS:
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Baøi 11: Töø caùc chöõ soá 0, 1, 2, …, 9, coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá töï nhieân goàm 5 chöõ soá:


a) Caùc chöõ soá khaùc nhau?


b) Hai chöõ soá keà nhau phaûi khaùc nhau?


ÑS:
a) 
[image: image339.wmf]4
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b)  Coù 95 soá
Baøi 12: Töø caùc chöõ soá 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu:


a) Soá goàm 5 chöõ soá khaùc nhau?


b) Soá chaün goàm 5 chöõ soá khaùc nhau?


c) Soá goàm 5 chöõ soá khaùc nhau vaø phaûi coù maët chöõ soá 5?


ÑS:
a) 6.
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c) Soá goàm 5 chöõ soá coù daïng: 
[image: image342.wmf]abcde




( Neáu a = 5 thì coù 
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( Neáu a ( 5 thì a coù 5 caùch choïn. Soá 5 coù theå ñaët vaøo 1 trong caùc vò trí b, c, d, e ( coù 4 caùch choïn vò trí cho soá 5. 3 vò trí coøn laïi coù theå choïn töø 5 chöõ soá coøn laïi ( coù 
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Baøi 13: Töø caùc chöõ soá 0, 1, 2, …, 9 coù theå laäp bao nhieâu bieån soá xe goàm 3 chöõ soá (tröø soá 000)?


ÑS:
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Baøi 14: Coù bao nhieâu soá töï nhieân coù 6 chöõ soá vôùi:


a) Chöõ soá ñaàu vaø chöõ soá cuoái gioáng nhau?


b) Chöõ soá ñaàu vaø cuoái khaùc nhau?


c) Hai chöõ soá ñaàu gioáng nhau vaø hai chöõ soá cuoái gioáng nhau?


ÑS:
a) 9.
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b) Coù taát caû: 
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c) Coù 9.10.10.10 = 9000 soá
Baøi 15: Coù bao nhieâu soá ñieän thoaïi coù 6 chöõ soá? Trong ñoù coù bao nhieâu soá ñieän thoaïi coù 6 chöõ soá khaùc nhau?


ÑS: 
a) 
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Baøi 16: Moät bieån soá xe goàm 2 chöõ caùi ñöùng tröôùc vaø 4 chöõ soá ñöùng sau. Caùc chöõ caùi ñöôïc laáy töø 26 chöõ caùi A, B, C, …, Z. Caùc chöõ soá ñöôïc laáy töø 10 chöõ soá 0, 1, 2, …, 9. Hoûi:


a) Coù bao nhieâu bieån soá xe trong ñoù coù ít nhaát moät chöõ caùi khaùc chöõ caùi O vaø caùc chöõ soá ñoâi moät khaùc nhau?


b) Coù bao nhieâu bieån soá xe coù hai chöõ caùi khaùc nhau vaø coù ñuùng 2 chöõ soá leû gioáng nhau?


ÑS:
a) Soá caùch choïn 2 chöõ caùi: 26 ( 26 – 1 = 675 caùch


Soá caùch choïn 4 chöõ soá:

[image: image351.wmf]4
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( Soá bieån soá xe:
675 ( 5040 = 3.402.000 soá


b) ( Chöõ caùi thöù nhaát: coù 26 caùch choïn


Chöõ caùi thöù hai: coù 25 caùch choïn


( Caùc caëp soá leû gioáng nhau coù theå laø: (1;1), (3;3), (5;5), (7;7), (9;9)


( Coù 5 caùch choïn 1 caëp soá leû.


Xeáp moät caëp soá leû vaøo 4 vò trí ( coù 
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( Coøn laïi 2 vò trí laø caùc chöõ soá chaün:


Chöõ soá chaün thöù nhaát: coù 5 caùch choïn


Chöõ soá chaün thöù hai: coù 5 caùch choïn


( Coù 26 ( 25 ( 5 ( 
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Baøi 17:  a) Coù bao nhieâu soá töï nhieân goàm 6 chöõ soá khaùc nhau maø toång caùc chöõ soá ñoù baèng 18? 

 
b) Hoûi coù bao nhieâu soá leû thoaû maõn ñieàu kieän ñoù?


ÑS:
Chuù yù: 
18 = 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 8







18 = 0 + 1 + 2 + 3 + 5 + 7







18 = 0 + 1 + 2 + 4 + 5 + 6


a) 3 ( 5 ( 5!

b) 192 + 384 + 192 = 768 soá

Baøi 18: Töø 20 hoïc sinh caàn choïn ra moät ban ñaïi dieän lôùp goàm 1 lôùp tröôûng, 1 lôùp phoù vaø 1 thö kyù. Hoûi coù maáy caùch choïn?


ÑS:  6840.

Baøi 19: Huaán luyeän vieân moät ñoäi boùng muoán choïn 5 caàu thuû ñeå ñaù quaû luaân löu 11 meùt. Coù bao nhieâu caùch choïn neáu:


a/  Caû 11 caàu thuû coù khaû naêng nhö nhau? (keå caû thuû moân).


b/  Coù 3 caàu thuû bò chaán thöông vaø nhaát thieát phaûi boá trí caàu thuû A ñaù quaû soá 1 vaø caàu thuû B ñaù quaû soá 4.


ÑS: a/  55440.

b/  120.

Baøi 20: Moät ngöôøi muoán xeáp ñaët moät soá pho töôïng vaøo moät daõy 6 choã troáng treân moät keä trang trí. Coù bao nhieâu caùch saép xeáp neáu:


a/  Ngöôøi ñoù coù 6 pho töôïng khaùc nhau?


b/  Ngöôøi ñoù coù 4 pho töôïng khaùc nhau?


c/
Ngöôøi ñoù coù 8 pho töôïng khaùc nhau?


ÑS: a/  6!.

b/  360.

c/   20160.

Baøi 21: Vôùi 6 chöõ soá 0, 1, 2, 3, 4, 5 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá coù 5 chöõ soá khaùc nhau vaø thoaû:


a/  Soá chaün.

b/  Baét ñaàu baèng soá 24.
c/ Baét ñaàu baèng soá 345.


d/ Baét ñaàu baèng soá 1? Töø ñoù suy ra caùc soá khoâng baét ñaàu baèng soá 1?


ÑS: a/  312.
b/  24.

c/  6.

d/  120 ; 480.

Baøi 22: Cho taäp hôïp X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá n goàm 5 chöõ soá khaùc nhau ñoâi moät laáy töø X trong moãi tröôøng hôïp sau:


a/  n laø soá chaün?


b/  Moät trong ba chöõ soá ñaàu tieân phaûi baèng 1?


(ÑHQG TP.HCM, 99, khoái D, ñôït 2)


ÑS: a/  3000.

b/  2280.

Baøi 23: a/  Töø 5 chöõ soá 0, 1, 3, 6, 9 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá goàm 4 chöõ soá khaùc nhau vaø chia heát cho 3.


b/  Töø 10 chöõ soá 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá khaùc nhau sao cho trong caùc chöõ soá ñoù coù maët soá 0 vaø soá 1.

(HVCN Böu chính Vieãn thoâng, 1999)


c/ Töø 8 chöõ soá 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá goàm 6 chöõ soá khaùc nhau trong ñoù nhaát thieát phaûi coù maët chöõ soá 4.


ÑS: a/  18.

b/  42000.

c/  13320.

Baøi 24: a/  Tính toång cuûa taát caû caùc soá töï nhieân goàm 5 chöõ soá khaùc nhau ñoâi moät ñöôïc taïo thaønh töø 6 chöõ soá 1, 3, 4, 5, 7, 8.


b/  Coù bao nhieâu soá töï nhieân goàm 4 chöõ soá khaùc nhau ñöôïc taïo thaønh töø 5 chöõ soá 0, 1, 2, 3, 4. Tính toång cuûa caùc soá naøy.


ÑS: a/  37332960.

b/  96 ; 259980.

Baøi 25: a/  Coù bao nhieâu soá töï nhieân goàm 5 chöõ soá khaùc nhau vaø chia heát cho 10 (chöõ soá haøng vaïn khaùc 0).



(ÑH Ñaø Naüng, 2000, khoái A, ñôït 1)


b/  Cho 10 chöõ soá 0, 1, 2, ..., 9. Coù bao nhieâu soá leû coù 6 chöõ soá khaùc nhau nhoû hôn 600000 xaây döïng töø 10 chöõ soá ñaõ cho.

(ÑH Y khoa Haø Noäi, 1997)


ÑS: a/  3024.

b/  36960.

IV. Toå hôïp
1. Toå hôïp (khoâng laëp):

Cho taäp A goàm n phaàn töû. Moãi taäp con goàm k (1 ( k ( n) phaàn töû cuûa A ñöôïc goïi laø moät toå hôïp chaäp k cuûa n phaàn töû.


Soá caùc toå hôïp chaäp k cuûa n phaàn töû:
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( Qui öôùc: 
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Tính chaát: 
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2. Toå hôïp laëp:

Cho taäp A = 
[image: image358.wmf]{
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 vaø soá töï nhieân k baát kì. Moät toå hôïp laëp chaäp k cuûa n phaàn töû laø moät hôïp goàm k phaàn töû, trong ñoù moãi phaàn töû laø moät trong n phaàn töû cuûa A.


Soá toå hôïp laëp chaäp k cuûa n phaàn töû:
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3. Phaân bieät chænh hôïp vaø toå hôïp:

( Chænh hôïp vaø toå hôïp lieân heä nhau bôûi coâng thöùc:

[image: image360.wmf]!
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( Chænh hôïp: coù thöù töï. 
Toå hôïp: khoâng coù thöù töï.


( Nhöõng baøi toaùn maø keát quaû phuï thuoäc vaøo vò trí caùc phaàn töû –> chænh hôïp


Ngöôïc laïi, laø toå hôïp.


( Caùch laáy k phaàn töû töø taäp n phaàn töû (k ( n):



+ Khoâng thöù töï, khoâng hoaøn laïi:
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+ Coù thöù töï, khoâng hoaøn laïi:
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+ Coù thöù töï, coù hoaøn laïi:
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Daïng 1: Tính giaù trò bieåu thöùc toå hôïp
Baøi 1: Tính:
A = 
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ÑS: 
A = – 165,

B = 4
Baøi 2: Ruùt goïn caùc bieåu thöùc sau:
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ÑS:
S = 
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Daïng 2: Chöùng minh ñaúng thöùc toå hôïp
Baøi 1: Chöùng minh caùc heä thöùc sau:


a) 
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Baøi 2: Chöùng minh caùc heä thöùc sau:
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b) 
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ÑS: Söû duïng tính chaát:
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Baøi 3: Chöùng minh caùc heä thöùc sau:


a) 
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Baøi 4: Chöùng minh caùc heä thöùc sau:
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ÑS: a) Söû duïng khai trieån: (1+x)r.(1+x)q = (1+x)r+q. So saùnh heä soá cuûa xp ôû 2 veá.


b) Söû duïng caâu a) vôùi p = q = r = n


c) Söû duïng (x+y)2p vaø (x–y)2p 

d) Söû duïng 
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Daïng 3 : Chöùng minh baát ñaúng thöùc toå hôïp
Baøi 1: Chöùng minh raèng:

[image: image384.wmf]2

2

11

.

21

2

n

n

n

C

n

<

+

    ( n ( N, n ( 1)


HD: Bieán ñoåi veá traùi:
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Vaäy ta phaûi chöùng minh:   
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Ta coù:
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Cho k laàn löôït töø 1, 2, …, n. Roài nhaân caùc BÑT veá theo veá, ta ñöôïc ñpcm.
Baøi 2: Chöùng minh raèng:  
[image: image388.wmf]2
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HD: ( Ñaët uk = 
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Ñieàu naøy luoân luoân ñuùng ( ñpcm.
Daïng 4: Tìm giaù trò lôùn nhaát, nhoû nhaát cuûa bieåu thöùc toå hôïp
Baøi 1: a) Chöùng minh:
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vôùi n = 2m, k ( m. Töø ñoù suy ra  
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b) Chöùng minh: 
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vôùi n = 2m + 1, k ( m.


Töø ñoù suy ra 
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HD: a) Theo tính chaát:
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Vôùi k ( m ( 2k ( n ( 
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Vì  
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b) Töông töï 
Baøi 2: Cho n > 2, p ( [1; n]. Tìm giaù trò lôùn nhaát vaø giaù trò nhoû nhaát cuûa 
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Ta coù:  
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Vaäy 
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Baøi 3: Vôùi giaù trò naøo cuûa p thì 
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n

C

 lôùn nhaát.


HD: Ta coù: 
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( Neáu m chaün: m = 2k ( p ( k + 
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* AÙp duïng baøi toaùn naøy ta coù theå giaûi nhieàu baøi toaùn khaùc. Ví duï:


Coù 25 hoïc sinh. Muoán laäp thaønh nhöõng nhoùm goàm p hoïc sinh. Tìm giaù trò cuûa p ñeå ñöôïc soá caùch chia nhoùm laø lôùn nhaát? Tìm soá caùch chia nhoùm ñoù.


* Vì coù 25 hoïc sinh, choïn p em neân soá nhoùm coù theå laäp laø 
[image: image422.wmf]25
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Theo treân, ta coù m = 25 (leû) vôùi k = 12 do ñoù 
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Vaäy p = 13, khi ñoù: soá nhoùm toái ña coù theå laäp: 
[image: image424.wmf]13
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Daïng 5 : Giaûi phöông trình, baát phöông trình coù chöùa toå hôïp
Baøi 1: Giaûi caùc phöông trình sau:
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ÑS: a) n = 5

b) x = 2

c) x = 10

Baøi 2: Giaûi caùc phöông trình  sau:
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ÑS:  a)  x = 14
b) x = 3
c) x = 10
d) x = 17
e) x = 7
Baøi 3: Giaûi caùc baát phöông trình:
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ÑS:  a) ñk: n ( 3,  n2 + n – 42 > 0 ( n ( 6 


b) 
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( Xeùt vôùi n ( 4: bpt voâ nghieäm


 
( Xeùt n ( {0,1,2,3} ta ñöôïc caùc nghieäm laø: (0;0), (1;0), (1;1), (2;2), (3,3)

c) ñk: n ( 5,  n2 – 9n – 22 < 0 ( n = 6; 7; 8; 9; 10

Baøi 4: Giaûi caùc phöông trình vaø baát phöông trình:
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ÑS: 
a/  x = 5.
b/  x = 5.
c/  x = 8.
d/  x = 7.
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g/  x = 2.
h/  x = 3, x = 4.

Baøi 5: Giaûi caùc heä phöông trình:
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ÑS: a) 
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Baøi 6: Giaûi caùc phöông trình vaø heä baát phöông trình:
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c/ 
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ÑS: 
a/  x = 5, y = 2.
b/  x = 4, y = 8.
c/  
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Baøi 7: Tìm soá töï nhieân k sao cho 
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ÑS:  k = 4; 8.

Daïng 6: Tìm soá toå hôïp trong caùc baøi toaùn soá hoïc
Baøi 1: Cho 10 caâu hoûi, trong ñoù coù 4 caâu lyù thuyeát vaø 6 baøi taäp. Ngöôøi ta caáu taïo thaønh caùc ñeà thi. Bieát raèng trong moãi ñeà thi phaûi goàm 3 caâu hoûi, trong ñoù nhaát thieát phaûi coù ít nhaát 1 caâu lyù thuyeát vaø 1 baøi taäp. Hoûi coù theå taïo ra bao nhieâu ñeà thi?


ÑS: 
( Ñeà goàm 2 caâu lyù thuyeát vaø 1 baøi taäp:

[image: image458.wmf]21
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( Ñeà goàm 1 caâu lyù thuyeát vaø 2 baøi taäp:
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Vaäy coù:  36 + 60 = 96 ñeà thi.

Baøi 2: Moät lôùp hoïc coù 40 hoïc sinh, trong ñoù goàm 25 nam vaø 15 nöõ. Giaùo vieân chuû nhieäm muoán choïn moät ban caùn söï lôùp goàm 4 em. Hoûi coù bao nhieâu caùch choïn, neáu:


a) Goàm 4 hoïc sinh tuyø yù.

b) Coù 1 nam vaø 3 nöõ.

c) Coù 2 nam vaø 2 nöõ.



d) Coù ít nhaát 1 nam.

e) Coù ít nhaát 1 nam vaø 1 nöõ.


ÑS: a) 
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Baøi 3: Cho 5 ñieåm trong maët phaúng vaø khoâng coù 3 ñieåm naøo thaúng haøng. Hoûi coù bao nhieâu vectô taïo thaønh töø 5 ñieåm aáy? Coù bao nhieâu ñoaïn thaúng taïo thaønh töø 5 ñieåm aáy?


ÑS: 20 ; 10.

Baøi 4: Coù 5 tem thö khaùc nhau vaø 6 bì thö cuõng khaùc nhau. Ngöôøi ta muoán choïn töø ñoù ra 3 tem thö, 3 bì thö vaø daùn 3 tem thö aáy leân 3 bì thö ñaõ choïn. Moät bì thö chæ daùn 1 tem thö. Hoûi coù bao nhieâu caùch laøm nhö vaäy?


ÑS: 1200.

Baøi 5: Moät tuùi chöùa 6 vieân bi traéng vaø 5 vieân bi xanh. Laáy ra 4 vieân bi töø tuùi ñoù, coù bao nhieâu caùch laáy ñöôïc:

 
a/ 4 vieân bi cuøng maøu? 
b/ 2 vieân bi traéng, 2 vieân bi xanh?


ÑS: a/  20.

b/  150.

Baøi 6: Töø 20 ngöôøi, choïn ra moät ñoaøn ñaïi bieåu goàm 1 tröôûng ñoaøn, 1 phoù ñoaøn, 1 thö kyù vaø 3 uûy vieân. Hoûi coù maáy caùch choïn?


ÑS: 4651200.

Baøi 7: Töø 5 boâng hoàng vaøng, 3 boâng hoàng traéng vaø 4 boâng hoàng ñoû (caùc boâng hoa xem nhö ñoâi moät khaùc nhau), ngöôøi ta muoán choïn ra moät boù hoùa goàm 7 boâng, hoûi coù bao nhieâu caùch choïn boù hoa trong ñoù:

 
a/ Coù ñuùng 1 boâng hoàng ñoû?

 
b/ Coù ít nhaát 3 boâng hoàng vaøng vaø ít nhaát 3 boâng hoàng ñoû?


ÑS: a/  112

b/  150.

Baøi 8: Töø 8 soá 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá goàm 10 chöõ soá ñöôïc choïn töø 8 chöõ soá treân, trong ñoù chöõ soá 6 coù maët ñuùng 3 laàn, chöõ soá khaùc coù maët ñuùng 1 laàn.


ÑS: 544320.




(HVCNBCVT, Tp.HCM, 1999)

Baøi 9: Töø taäp X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} coù theå laäp ñöôïc bao nhieâu soá:

 
a/ Chaün goàm 5 chöõ soá khaùc nhau töøng ñoâi moät vaø chöõ soá ñöùng ñaàu laø chöõ soá 2?

 
b/ Goàm 5 chöõ soá khaùc nhau töøng ñoâi moät sao cho 5 chöõ soá ñoù coù ñuùng 3 chöõ soá chaün vaø 2 chöõ soá leû?


ÑS: a/  360.
b/  2448.


(ÑH Caàn Thô, 2001)
Baøi 10: a/ Coù bao nhieâu soá töï nhieân goàm 6 chöõ soá ñoâi moät khaùc nhau (chöõ soá ñaàu tieân phaûi khaùc 0), trong ñoù coù maët chöõ soá 0 nhöng khoâng coù chöõ soá 1).

 
b/ Coù bao nhieâu soá töï nhieân goàm 7 chöõ soá, bieát raèng chöõ soá 2 coù maët ñuùng 2 laàn, chöõ soá 3 coù maët ñuùng 3 laàn vaø caùc chöõ soá coøn laïi coù maët khoâng quaù moät laàn.


ÑS: a/  33600
b/  11340.


(ÑH QG, Tp.HCM, 2001)
Baøi 11: Ngöôøi ta vieát caùc soá coù 6 chöõ soá baèng caùc chöõ soá 1, 2, 3, 4, 5 nhö sau: Trong moãi soá ñöôïc vieát coù moät chöõ soá xuaát hieän hai laàn coøn caùc chöõ soá coøn laïi xuaát hieän moät laàn. Hoûi coù bao nhieâu soá nhö vaäy?


ÑS: 1800.





(ÑH Sö phaïm Vinh, 1998)
Baøi 12: Töø moät taäp theå 14 ngöôøi goàm 6 naêm vaø 8 nöõ trong ñoù coù An vaø Bình, ngöôøi ta muoán choïn moät toå coâng taùc goàm coù 6 ngöôøi. Tìm soá caùch choïn trong moãi tröôøng hôïp sau:

 
a/ Trong toå phaûi coù caû nam laãn nöõ?

 
b/ Trong toå coù 1 toå tröôûng, 5 toå vieân hôn nöõa An vaø Bình khoâng ñoàng thôøi coù maët trong toå?


ÑS: a/  2974.
b/  15048.


(ÑH Kinh teá, Tp.HCM, 2001)
Baøi 13: Moät ñoaøn taøu coù 3 toa chôû khaùc. Toa I, II, III. Treân saân ga coù 4 khaùch chuaån bò ñi taøu. Bieát moãi toa coù ít nhaát 4 choã troáng. Hoûi:

 
a/ Coù bao nhieâu caùch saép xeáp cho 4 vò khaùch leân 3 toa.

 
b/ Coù bao nhieâu caùch saép xeáp cho 4 vò khaùch leân taøu coù 1 toa coù 3 trong 4 vò khaùch noùi treân.


ÑS: a/  99.
b/  24.



(ÑH Luaät Haø Noäi, 1999)
Baøi 14: Trong soá 16 hoïc sinh coù 3 hoïc sinh gioûi, 5 khaù, 8 trung bình. Coù bao nhieâu caùch chia soá hoïc sinh ñoù thaønh hai toå, moãi toå 8 hoïc sinh sao cho moãi toå ñeàu coù hoïc sinh gioûi vaø moãi toå coù ít nhaát hai hoïc sinh khaù.


ÑS: 3780.





(HVKT Quaân söï, 2001)
Daïng 7: Tìm soá toå hôïp trong caùc baøi toaùn hình hoïc
Baøi 1: Trong maët phaúng cho n ñöôøng thaúng caét nhau töøng ñoâi moät, nhöng khoâng coù 3 ñöôøng naøo ñoàng quy. Hoûi coù bao nhieâu giao ñieåm? Coù bao nhieâu tam giaùc ñöôïc taïo thaønh?


ÑS: 
( Soá giao ñieåm:
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( Soá tam giaùc:

[image: image466.wmf]3

(1)(2)

6

n

nnn

C

--

=


Baøi 2: Cho 10 ñieåm trong khoâng gian, trong ñoù khoâng coù 3 ñieåm naøo thaúng haøng.


a) Coù bao nhieâu ñöôøng thaúng ñi qua töøng caëp ñieåm?


b) Coù bao nhieâu vectô noái töøng caëp ñieåm?


c) Coù bao nhieâu tam giaùc coù ñænh laø 3 trong 10 ñieåm treân?


d) Neáu trong 10 ñieåm treân khoâng coù 4 ñieåm naøo ñoàng phaúng, thì coù bao nhieâu töù dieän ñöôïc taïo thaønh?


ÑS:  a) 
[image: image467.wmf]2
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b) 
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c) 
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d) 
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Baøi 3: Cho ña giaùc loài coù n caïnh (n ( 4)


a) Tìm n ñeå ña giaùc coù soá ñöôøng cheùo baèng soá caïnh?


b) Giaû söû 3 ñöôøng cheùo cuøng ñi qua 1 ñænh thì khoâng ñoàng qui. Haõy tính soá giao ñieåm (khoâng phaûi laø ñænh) cuûa caùc ñöôøng cheùo aáy?


ÑS: a)  
[image: image471.wmf]2
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b) Giao ñieåm cuûa 2 ñöôøng cheùo cuûa 1 ña giaùc loài (khoâng phaûi laø ñænh) chính laø giao ñieåm cuûa 2 ñöôøng cheùo moät töù giaùc maø 4 ñænh cuûa noù laø 4 ñænh cuûa ña giaùc. Vaäy soá giao ñieåm phaûi tìm baèng soá töù giaùc vôùi 4 ñænh thuoäc n ñænh cuûa ña giaùc:  
[image: image472.wmf]4
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Baøi 4: Cho moät ña giaùc loài coù n-caïnh 
[image: image473.wmf](,3)
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a/ Tìm soá ñöôøng cheùo cuûa ña giaùc. Haõy chæ ra 1 ña giaùc coù soá caïnh baèng soá ñöôøng cheùo?

 
b/ Coù bao nhieâu tam giaùc coù ñænh truøng vôùi ñænh cuûa ña giaùc?

 
c/ Coù bao nhieâu giao ñieåm giöõa caùc ñöôøng cheùo?


ÑS: a/  
[image: image474.wmf](3)
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  b/  
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     c/  
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Baøi 5: Tìm soá giao ñieåm toái ña cuûa:

 
a/ 10 ñöôøng thaúng phaân bieät? 

b/ 10 ñöôøng troøn phaân bieät?

 
c/ 10 ñöôøng thaúng vaø 10 ñöôøng troøn treân?


ÑS: a/  45.
b/  90.
c/  335.

Baøi 6: Cho hai ñöôøng thaúng song song (d1), (d2). Treân (d1) laáy 17 ñieåm phaân bieät, treân (d2) laáy 20 ñieåm phaân bieät. Tính soá tam giaùc coù caùc ñænh laø 3 ñieåm trong soá 37 ñieåm ñaõ choïn treân (d1) vaø (d2).


ÑS:  5950.




(ÑH SP Quy Nhôn, 1997)
Baøi 7: Cho maët phaúng cho ña giaùc ñeàu H coù 20 caïnh. Xeùt caùc tam giaùc coù ba ñænh ñöôïc laáy töø caùc ñænh cuûa H.

 
a/ Coù taát caû bao nhieâu tam giaùc nhö vaäy? Coù bao nhieâu tam giaùc coù ñuùng hai caïnh laø caïnh cuûa H?

 
b/ Coù bao nhieâu tam giaùc coù ñuùng moät caïnh laø caïnh cuûa H? Coù bao nhieâu tam giaùc khoâng coù caïnh naøo laø caïnh cuûa H?


ÑS: a/  1140; 20.
    
b/  320 ; 80.

(HVNH, 2000, khoái D)
Baøi 8: Coù 10 ñieåm A, B, C, ... treân maët phaúng trong ñoù khoâng coù 3 ñieåm naøo thaúng haøng.

 
a/ Noái chuùng laïi ta ñöôïc bao nhieâu ñöôøng thaúng? Trong ñoù coù bao nhieâu ñöôøng khoâng ñi qua A hay B?

 
b/ Coù bao nhieâu tam giaùc ñænh bôûi caùc ñieåm treân? Bao nhieâu tam giaùc chöùa ñieåm A? Bao nhieâu tam giaùc chöùa caïnh AB?


ÑS: a/  45; 28.

b/  120 ; 36 ; 8.
Baøi 9: Coù p ñieåm trong maët phaúng trong ñoù coù q ñieåm thaúng haøng, soá coøn laïi khoâng coù 3 ñieåm naøo thaúng haøng. Noái p ñieåm ñoù laïi vôùi nhau. Hoûi:

 
a/ Coù bao nhieâu ñöôøng thaúng?

b/ Chuùng taïo ra bao nhieâu tam giaùc?


ÑS: a/  
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Baøi 10: Cho p ñieåm trong khoâng gian trong ñoù coù q ñieåm ñoàng phaúng, soá coøn laïi khoâng coù 4 ñieåm naøo ñoàng phaúng. Döïng taát caû caùc maët phaúng chöùa 3 trong p ñieåm ñoù. Hoûi:

 
a/ Coù bao nhieâu maët phaúng khaùc nhau?

b/ Chuùng taïo ra bao nhieâu töù dieän?


ÑS: a/  
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Baøi 11: Cho p ñieåm trong ñoù coù q ñieåm cuøng naèm treân 1 ñöôøng troøn, ngoaøi ra khoâng coù 4 ñieåm naøo ñoàng phaúng. Hoûi coù bao nhieâu:

 
a/ Ñöôøng troøn, moãi ñöôøng ñi qua ba ñieåm?

 
b/ Töù dieän vôùi caùc ñænh thuoäc p ñieåm ñoù?


ÑS: a/  
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V. Nhò thöùc Newton
1. Coâng thöùc khai trieån nhò thöùc Newton: Vôùi moïi n(N vaø vôùi moïi caëp soá a, b ta coù:
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2. Tính chaát:


1) Soá caùc soá haïng cuûa khai trieån baèng n + 1


2) Toång caùc soá muõ cuûa a vaø b trong moãi soá haïng baèng n


3) Soá haïng toång quaùt (thöù k+1) coù daïng:   Tk+1 = 
[image: image484.wmf]knkk
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  ( k =0, 1, 2, …, n)


4) Caùc heä soá cuûa caùc caëp soá haïng caùch ñeàu soá haïng ñaàu vaø cuoái thì baèng nhau:   
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5) 
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* Nhaän xeùt: Neáu trong khai trieån nhò thöùc Newton, ta gaùn cho a vaø b nhöõng giaù trò ñaëc bieät thì ta seõ thu ñöôïc nhöõng coâng thöùc ñaëc bieät. Chaúng haïn:


(1+x)n = 
[image: image488.wmf]011

...

nnn

nnn

CxCxC

-

+++



(

[image: image489.wmf]01

...2

nn

nnn

CCC

+++=



(x–1)n = 
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Daïng 1: Xaùc ñònh caùc heä soá trong khai trieån nhò thöùc Newton
Baøi 1: Tìm soá haïng khoâng chöùa x trong khai trieån cuûa nhò thöùc:


a) 
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b) 
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ÑS: a) 45

b) 495

c) –10

d) 15
Baøi 2: a/ Tìm heä soá cuûa 
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 trong khai trieån 
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b/ 
Tìm caùc soá haïng giöõa cuûa khai trieån 
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ÑS: a) 
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Baøi 3: Trong khai trieån  (x + y + z)n, tìm soá haïng chöùa xk.ym   (k,m <n)


ÑS: Tröôùc heát tìm taát caû soá haïng chöùa xk.


Ta coù:  (x + y + z)n = 
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maø (y + z)n–k = 
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( soá haïng chöùa xkym laø: 
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Baøi 4: Khai trieån vaø ruùt goïn caùc ñôn thöùc ñoàng daïng ña thöùc:
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ta seõ ñöôïc ña thöùc: 
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 Haõy xaùc ñònh heä soá a9?


ÑS: 
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Baøi 5: Cho ña thöùc 
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ñöôïc vieát döôùi daïng: 
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Tìm heä soá a15?


ÑS: 
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Baøi 6: Khai trieån 
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ÑS: 
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Baøi 7: Khai trieån 
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a/ Tính heä soá a46?

b/ Tính toång 
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ÑS: a/  a46 = 18654300         b/  
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Baøi 8: a) Tìm soá haïng khoâng chöùa caên thöùc trong khai trieån cuûa nhò thöùc: 
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b) Tìm soá muõ n cuûa bieåu thöùc 
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. Bieát tæ soá giöõa caùc heä soá cuûa soá haïng thöù 5 vaø thöù 3 trong khai trieån cuûa nhò thöùc ñoù laø 7:2. Tìm soá haïng thöù 6?


ÑS: a) 
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b)  n = 9 ( T6 = 
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Baøi 9: Trong khai trieån cuûa nhò thöùc:  
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ÑS: Ta coù:  Tk+1 = 
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 ( k = 9.  Vaäy soá haïng caàn tìm laø:  T10 = 
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Baøi 10: a/ Tìm soá haïng thöù 6 cuûa khai trieån 
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b/
Tìm soá haïng chöùa a7 trong khai trieån 
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c/
Tìm soá haïng giöõa cuûa khai trieån 
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d/
Tìm soá haïng khoâng chöùa x trong khai trieån cuûa nhò thöùc: 
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Tìm haïng töû ñoäc laäp vôùi x trong khai trieån 
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ÑS: a/  
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b/  
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d/   495.

e/  1820.

Baøi 11: Soá haïng naøo chöùa x vôùi soá muõ töï nhieân trong khai trieån sau:

 
a/
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ÑS: a/  
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Baøi 12: a/ Tìm soá haïng cuûa khai trieån 
[image: image536.wmf]9
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 laø moät soá nguyeân.

 
b/
Tìm soá haïng höõu tæ cuûa khai trieån 
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c/
Xaùc ñònh caùc soá haïng höõu tæ cuûa khai trieån 
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d/
Coù bao nhieâu haïng töû nguyeân cuûa khai trieån 
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ÑS: a/  
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d/  32 soá haïng

Baøi 13: a/ Tìm soá haïng thöù ba cuûa khai trieån 
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b/ Trong khai trieån 
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ÑS: a/  
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Baøi 14: a/ Xaùc ñònh heä soá thöù nhaát, thöù hai, thöù ba trong khai trieån 
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b/
Cho bieát toång cuûa 3 heä soá treân laø 11. Tìm heä soá cuûa x2.


ÑS: a/  
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Baøi 15: a/ Trong khai trieån 
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 cho bieát hieäu soá giöõa heä soá cuûa haïng töû thöù ba vaø thöù hai laø 44. Tìm n.

 
b/ Cho bieát trong khai trieån 
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 toång caùc heä soá cuûa caùc haïng töû thöù nhaát, thöù hai, thöù ba laø 46. Tìm haïng töû khoân g chöùa x.

 
c/ Cho bieát toång cuûa 3 heä soá cuûa 3 soá haïng ñaàu tieân trong khai trieån 
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 laø 97. Tìm haïng töû cuûa khai trieån chöùa x4.


ÑS: a/  n = 11
b/  n = 9 ; 84.
c/  n = 8; 1120x4.

Daïng 2 : AÙp duïng khai trieån nhò thöùc Newton ñeå chöùng minh ñaúng thöùc toå hôïp
Baøi 1: Tính caùc toång sau:

 
a/ 
[image: image555.wmf]012

1

....

n

nnnn

SCCCC

=++++



b/ 
[image: image556.wmf]024

2

...

nnn

SCCC

=+++


 
c/ 
[image: image557.wmf]135

3

...

nnn

SCCC

=+++
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ÑS: a/  2n.

b/  2n-1.

c/  2n-1.

d/  3n.

e/   
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Baøi 2: Bieát toång taát caû caùc heä soá cuûa khai trieån thò thöùc (x2 + 1)n baèng 1024, haõy tìm heä soá a (a laø soá töï nhieân) cuûa soá haïng ax12 trong khai trieån ñoù.


ÑS: a = 210.




(HV haønh chính QG, 2000)
Baøi 3: Tính toång sau:

 
a/ 
[image: image561.wmf]67891011
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(ÑHQG Haø Noäi, 97, Khoái D)

 
b/ 
[image: image562.wmf]16015114216
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(ÑHBK Haø Noäi, 98)


ÑS: a/  1024.
b/  216.

Baøi 4: Chöùng minh caùc heä thöùc sau:

 
a/
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Toång heä soá chaün baèng toång heä soá leû coù ñuùng khoâng?

 
b/
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  (ÑH Haøng Haûi, 2001)

Baøi 5: Duøng ñaúng thöùc 
[image: image566.wmf](1).(1)(1)
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(Heä thöùc Van der mon de (Van ñec mon)).

 
b/
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Baøi 6: Tính giaù trò caùc bieåu thöùc:


 
A = 
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ÑS : Ta coù : (2x+1)2n = 
[image: image572.wmf](
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Maët khaùc, (2x–1)2n = 
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Töø ñoù suy ra:  A = 
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Baøi 7: Chöùng minh caùc ñaúng thöùc sau:


a) 
[image: image576.wmf]0122
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b) 
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ÑS: a) Khai trieån (1+x)n = 
[image: image578.wmf]0122
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; thay x = 6


b) Khai trieån (3x+4)17; thay x = 1
Daïng 3: Toaùn chia heát
Neáu a chia cho b coù soá dö laø r thì a = bq + r


neân an = (bq + r)n = bnqn + nbn–1qn–1r + … + nbqrn–1 + rn

Do ñoù an vaø rn coù cuøng soá dö khi chia cho b. Töùc laø: an ( rn(mod b)


Vaäy neáu a( r (mod b) thì an ( rn (mod b)

Ví duï 1: Chöùng minh raèng vôùi (n ( Z+, ta coù:


a) 4n + 15n – 1 
[image: image579.wmf]M

 9

b) 16n – 15n – 1 
[image: image580.wmf]M

 225


HD: a) Ta coù 4n = (3+1)n = 3n + n.3n–1 + … + 3n + 1 ( 3n + 1 (mod 9)









(vì 3k 
[image: image581.wmf]M

 9 , (k ( 2)


4n + 15n – 1 ( 3n + 1 + 15n – 1 (mod 9) = 18n (mod 9)


Vaäy   4n + 15n – 1 
[image: image582.wmf]M

  9


b) 16n = (1 + 15)n = 1 + n.15 + 
[image: image583.wmf]2
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+ … + n.15n–1 + 15n 





( 1 + 15n (mod 152)


Do ñoù:   16n – 15n – 1 ( 1 + 15n – 15n – 1 ( 0 (mod 225)


Vaäy 
16n – 15n – 1 
[image: image584.wmf]M

   225

Ví duï 2: Chöùng minh raèng vôùi (n ( Z+, ta coù:
26n+1 + 36n+1 + 56n + 1 
[image: image585.wmf]M

 7


HD: 26n+1 + 36n+1 + 56n+1 + 1 = 2(26)n + 3(36)n + (56)n + 1


= 2.64n + 3.729n + 15625n + 1 

 
= 2[(7.9 + 1)n – 1] + 3[(7.104 + 1)n – 1] + [(7.2232 + 1)n – 1] + 7


Do ñoù vôùi moïi soá töï nhieân p vaø q thì:


(7p+1)q – 1 = [(7p+1)–1].[(7p+1)q–1+ … + (7p+1) + 1]


neân bieåu thöùc ñaõ cho luoân chia heát cho 7.

[image: image586]
I. Bieán coá vaø xaùc suaát
1. Bieán coá 

( Khoâng gian maãu (: laø taäp caùc keát quaû coù theå xaûy ra cuûa moät pheùp thöû.


( Bieán coá A: laø taäp caùc keát quaû cuûa pheùp thöû laøm xaûy ra A. A ( (.


( Bieán coá khoâng: (


( Bieán coá chaéc chaén: (

( Bieán coá ñoái cuûa A: 
[image: image587.wmf]\

AA
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( Hôïp hai bieán coá: A ( B

( Giao hai bieán coá: A ( B (hoaëc A.B)


( Hai bieán coá xung khaéc: A ( B = (

( Hai bieán coá ñoäc laäp: neáu vieäc xaûy ra bieán coá naøy khoâng aûnh höôûng ñeán vieäc xaûy ra bieán coá kia.

2. Xaùc suaát

( Xaùc suaát cuûa bieán coá: P(A) = 
[image: image588.wmf]()
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(  0 ( P(A) ( 1;
P(() = 1;
P(() = 0


( Qui taéc coäng: Neáu A ( B = (  thì P(A ( B) = P(A) + P(B)


Môû roäng: A, B baát kì: P(A ( B) = P(A) + P(B) – P(A.B)


( P(
[image: image589.wmf]A

) = 1 – P(A)


( Qui taéc nhaân: Neáu A, B ñoäc laäp thì P(A.B) = P(A). P(B)

Baøi 1: Gieo moät con suùc saéc caân ñoái ñoàng chaát hai laàn. Tính xaùc suaát cuûa bieán coá:


a) Toång hai maët xuaát hieän baèng 8.


b) Tích hai maët xuaát hieän laø soá leû.


c) Tích hai maët xuaát hieän laø soá chaün.


ÑS: a) n(() = 36. n(A) = 5 ( P(A) = 
[image: image590.wmf]5

36


b) 
[image: image591.wmf]1

4



c) 
[image: image592.wmf]3

4


Baøi 2: Moät lôùp hoïc coù 25 hoïc sinh, trong ñoù coù 15 em hoïc khaù moân Toaùn, 16 em hoïc khaù moân Vaên.

a) Tính xaùc suaát ñeå choïn ñöôïc 2 em hoïc khaù caû 2 moân.

b) Tính xaùc suaát ñeå choïn ñöôïc 3 em hoïc khaù moân Toaùn nhöng khoâng khaù moân Vaên.


ÑS: a) n(A(B) = n(A) + n(B) – n(A(B) = 15 +15 – 25 = 17 ( P(A(B) 
[image: image593.wmf]2
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b) 
[image: image594.wmf]3
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Baøi 3: Gieo hai con suùc saéc caân ñoái ñoàng chaát. Tính xaùc suaát cuûa bieán coá:

a) Toång hai maët xuaát hieän baèng 7.

b) Caùc maët xuaát hieän coù soá chaám baèng nhau.

ÑS: a)  
[image: image595.wmf]1

6



b) 
[image: image596.wmf]1

6


Baøi 4: Moät bình ñöïng 5 vieân bi xanh vaø 3 vieân bi ñoû chæ khaùc nhau veà maøu. Laáy ngaãu nhieân moät vieân bi, roài laáy tieáp moät vieân nöõa. Tính xaùc suaát cuûa bieán coá laàn thöù hai ñöôïc moät vieân bi xanh.

ÑS: 
[image: image597.wmf]5

8


Baøi 5: Moät bình ñöïng 5 vieân bi xanh vaø 3 vieân bi ñoû chæ khaùc nhau veà maøu. Laáy ngaãu nhieân 4 vieân bi. Tính xaùc suaát ñeå ñöôïc ít nhaát 3 vieân bi xanh.

ÑS: 
[image: image598.wmf]1

2


Baøi 6: Hai ngöôøi ñi saên ñoäc laäp vôùi nhau vaø cuøng baén moät con thuù. Xaùc suaát baén truùng cuûa ngöôøi thöù nhaát laø 
[image: image599.wmf]3

5

, cuûa ngöôøi thöù hai laø 
[image: image600.wmf]1

2

. Tính xaùc suaát ñeå con thuù bò baén truùng.

ÑS: 
[image: image601.wmf]4
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Baøi 7: Gieo ngaãu nhieân moät con suùc saéc caân ñoái ñoàng chaát hai laàn. Tính xaùc suaát cuûa caùc bieán coá sau:

a) Laàn thöù nhaát xuaát hieän maët 6 chaám.

b) Laàn thöù hai xuaát hieän maët 6 chaám.

c) Ít nhaát moät laàn xuaát hieän maët 6 chaám.

d) Khoâng laàn naøo xuaát hieän maët 6 chaám.

ÑS: a) 
[image: image602.wmf]1

6



b) 
[image: image603.wmf]1

6



c) 
[image: image604.wmf]11

36



d) 
[image: image605.wmf]25

36


Baøi 8: Gieo ñoàng thôøi boán ñoàng xu caân ñoái ñoàng chaát. Tính xaùc suaát cuûa bieán coá:

a) Caû 4 ñoàng xu ñeàu ngöûa.

b) Coù ñuùng 3 ñoàng xu laät ngöûa.

c) Coù ít nhaát hai ñoàng xu laät ngöûa.

ÑS: a) 
[image: image606.wmf]1

16



b) 
[image: image607.wmf]1

4



c) 
[image: image608.wmf]11

16


Baøi 9: Moät hoäp boùng ñeøn coù 12 boùng, trong ñoù coù 7 boùng toát. Laáy ngaãu nhieân 3 boùng.Tính xaùc suaát ñeå laáy ñöôïc:
a) ít nhaát 2 boùng toát

b) ít nhaát 1 boùng toát.

Baøi 10: Moät lôùp hoïc goàm 20 hoïc sinh trong ñoù coù 6 hoïc sinh gioûi Toaùn, 5 hoïc sinh gioûi Vaên vaø 4 hoïc sinh gioûi caû 2 moân. GVCN choïn ra 2 em. Tính xaùc suaát ñeå 2 em ñoù laø hoïc sinh gioûi.

Baøi 11: Moät hoäp coù 20 quaû caàu gioáng nhau, trong ñoù coù 12 quaû caàu traéng vaø 8 quaû caàu ñen. Laáy ngaãu nhieân 3 quaû. Tính xaùc suaát ñeå trong 3 quaû choïn ra coù ít nhaát moät quaû maøu ñen.

Baøi 12: Moät toå coù 6 hoïc sinh nam vaø 4 hoïc sinh nöõ. GVCN choïn ra 2 em ñi thi vaên ngheä. Tính xaùc suaát ñeå 2 em ñoù khaùc phaùi.

Baøi 13: Moät lôùp coù 30 hoïc sinh, trong ñoù coù 8 em gioûi, 15 em khaù vaø 7 em trung bình. Choïn ngaãu nhieân 3 em ñi döï ñaïi hoäi. Tính xaùc suaát ñeå :

a) Caû 3  em ñeàu laø hoïc sinh gioûi


b) Coù ít nhaát 1 hoïc sinh gioûi

c) Khoâng coù hoïc sinh trung bình.

Baøi 14: Cho 7 soá 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Goïi X laø taäp hôïp caùc soá goàm hai chöõ soá khaùc nhau laáy töø 7 soá treân. Laáy ngaãu nhieân 1 soá thuoäc X. Tính xaùc suaát ñeå:

a) Soá ñoù laø soá leû.

b) Soá ñoù chia heát cho 5

c) Soá ñoù chia heát cho 9.

II. Bieán ngaãu nhieân rôøi raïc
1. Bieán ngaãu nhieân rôøi raïc

( X = {x1, x2, …,xn}


( P(X=xk) = pk

p1 + p2 + … + pn = 1

2. Kì voïng (giaù trò trung bình)

( ( = E(X) = 
[image: image609.wmf]1
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3. Phöông sai vaø ñoä leäch chuaån

( V(X) = 
[image: image610.wmf]2
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( ((X) = 
[image: image612.wmf]()
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Baøi 1: Hai caàu thuû boùng ñaù suùt phaït ñeàn. Moãi ngöôøi ñaù moät laàn vôùi xaùc suaát laøm baøn cuûa ngöôøi thöù nhaát laø 0,8. Tính xaùc suaát laøm baøn cuûa ngöôøi thöù hai, bieát raèng xaùc suaát ñeå caû hai ngöôøi cuøng laøm baøn laø 0,56 vaø xaùc suaát ñeå bò thuûng löôùi ít nhaát moät laàn laø 0,94.
Baøi 2: Moät caëp vôï choàng  coù 3 ngöôøi con. Goïi X laø soá laàn sinh con trai. Laäp baûng phaân phoái xaùc suaát cuûa bieán ngaãu nhieân X.
Baøi 3: Moät hoäp ñöïng 6 vieân bi xanh vaø 4 vieân bi ñoû. Choïn ngaãu nhieân 3 vieân bi. Goïi X laø soá laàn laáy ñöôïc bi ñoû. Laäp baûng phaân phoái cuûa bieán ngaãu nhieân X.
Baøi 4: Cho baûng phaân phoái xaùc suaát cuûa bieán ngaãu nhieân X:
	X
	1
	2
	3

	P
	0,3
	0,5
	0,2



Tìm kyø voïng, phöông sai vaø ñoä leäch chuaån cuûa X.
Baøi 5: Moät hoäp ñöïng 5 vieân bi ñoû vaø 3 vieân bi xanh. Laáy ngaãu nhieân 3 vieân. Goïi X laø soá bi ñoû laáy ra. Tính kyø voïng, phöông sai vaø ñoä leäch chuaån cuûa X.
Baøi 6: Hai xaï thuû ñoäc laäp cuøng baén vaøo 1 bia. Moãi ngöôøi baén 1 vieân ñaïn. Xaùc suaát ñeå xaï thuû thöù nhaát baén truùng bia laø 0,7. Xaùc suaát ñeå xaï thuû thöù hai baén truùng bia laø 0,8. Goïi X laø soá ñaïn baén truùng bia. Tính kyø voïng, phöông sai cuûa X.

[image: image921.wmf]cos()cos.cossin.sin
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I. Phöông phaùp qui naïp toaùn hoïc

Ñeå chöùng minh meänh ñeà chöùa bieán A(n) laø moät meänh ñeà ñuùng vôùi moïi giaù trò nguyeân

döông n, ta thöïc hieän nhö sau:

( Böôùc 1: Kieåm tra meänh ñeà ñuùng vôùi n = 1.

( Böôùc 2: Giaû thieát meänh ñeà ñuùng vôùi soá nguyeân döông n = k tuyø yù (k ( 1), chöùng minh raèng meänh ñeà ñuùng vôùi n = k + 1.

Chuù yù: Neáu phaûi chöùng minh meänh ñeà A(n) laø ñuùng vôùi vôùi moïi soá nguyeân döông n ( p thì:


+ ÔÛ böôùc 1, ta phaûi kieåm tra meänh ñeà ñuùng vôùi n = p;


+ ÔÛ böôùc 2, ta giaû thieát meänh ñeà ñuùng vôùi soá nguyeân döông baát kì n = k ( p vaø phaûi chöùng minh meänh ñeà ñuùng vôùi n = k + 1.
Baøi 18: Chöùng minh raèng vôùi moïi n ( N*, ta coù:

a) 1 + 2 + … + n = 
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d) 
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Baøi 19: Chöùng minh raèng vôùi moïi n ( N*, ta coù:

a) 
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f) 
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Baøi 20: Chöùng minh raèng vôùi moïi n ( N*, ta coù:

a) 
[image: image625.wmf]3
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 chia heát cho 6.


b) 
[image: image626.wmf]32
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  chia heát cho 3.

c) 
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 chia heát cho 5.

d) 
[image: image628.wmf]3
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 chia heát cho 7.


f) 
[image: image630.wmf]131
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 chia heát cho 6.
Baøi 21: Chöùng minh raèng soá ñöôøng cheùo cuûa moät ña giaùc loài n caïnh laø 
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Baøi 22: Daõy soá (an) ñöôïc cho nhö sau:   
[image: image632.wmf]11
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vôùi n = 1, 2, …
Chöùng minh raèng vôùi moïi n ( N* ta coù: 
[image: image633.wmf]1
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II. Daõy soá
1. Daõy soá







[image: image634.wmf]:*
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Daïng khai trieån:   (un) = u1, u2, …, un, …
2. Daõy soá taêng, daõy soá giaûm

(  (un) laø daõy soá taêng 
( un+1 > un vôùi ( n ( N*.







( un+1 – un > 0 vôùi ( n ( N* ( 
[image: image635.wmf]1
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 vôùi (n ( N*  ( un > 0).

(  (un) laø daõy soá giaûm 
( un+1 < un vôùi (n ( N*.







( un+1 – un< 0 vôùi ( n ( N* ( 
[image: image636.wmf]1
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 vôùi (n ( N*  (un > 0).

3. Daõy soá bò chaën

(  (un) laø daõy soá bò chaën treân ( (M ( R: un ( M, (n ( N*.


(  (un) laø daõy soá bò chaën döôùi ( (m ( R: un ( m, (n ( N*.


(  (un) laø daõy soá bò chaën ( (m, M ( R: m ( un ( M, (n ( N*.

Baøi 26: Haõy vieát 5 soá haïng ñaàu cuûa daõy soá (un) cho bôûi:

a) 
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e) 
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Baøi 27: Haõy vieát 5 soá haïng ñaàu cuûa daõy soá (un) cho bôûi:

a) 
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Baøi 28: Haõy vieát 5 soá haïng ñaàu cuûa daõy soá (un), döï ñoaùn coâng thöùc soá haïng toång quaùt un vaø chöùng minh coâng thöùc ñoù baèng qui naïp:
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Baøi 29: Xeùt tính taêng, giaûm cuûa caùc daõy soá (un) cho bôûi:
a) 
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Baøi 30: Xeùt tính bò chaën treân, bò chaën döôùi, bò chaën cuûa caùc daõy soá (un) cho bôûi:
a) 
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III. Caáp soá coäng
1. Ñònh nghóa:
(un) laø caáp soá coäng ( un+1 = un + d, (n ( N*
(d: coâng sai)
2. Soá haïng toång quaùt:
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3. Tính chaát caùc soá haïng:
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4. Toång n soá haïng ñaàu tieân:
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Baøi 26: Trong caùc daõy soá (un) döôùi ñaây, daõy soá naøo laø caáp soá coäng, khi ñoù cho bieát soá haïng ñaàu vaø coâng sai cuûa noù:

a) un = 3n – 7
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Baøi 27: Tìm soá haïng ñaàu vaø coâng sai cuûa caáp soá coäng, bieát:
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Baøi 28: a) Giöõa caùc soá 7 vaø 35 haõy ñaët theâm 6 soá nöõa ñeå ñöôïc moät caáp soá coäng.

b) Giöõa caùc soá 4 vaø 67 haõy ñaët theâm 20 soá nöõa ñeå ñöôïc moät caáp soá coäng.

Baøi 29: a) Tìm 3 soá haïng lieân tieáp cuûa moät caáp soá coäng, bieát toång cuûa chuùng laø 27 vaø toång caùc bình phöông cuûa chuùng laø 293.

b) Tìm 4 soá haïng lieân tieáp cuûa moät caáp soá coäng, bieát toång cuûa chuùng baèng 22 vaø toång caùc bình phöông cuûa chuùng baèng 66.

Baøi 30: a) Ba goùc cuûa moät tam giaùc vuoâng laäp thaønh moät caáp soá coäng. Tìm soá ño caùc goùc ñoù.
b) Soá ño caùc goùc cuûa moät ña giaùc loài coù 9 caïnh laäp thaønh moät caáp soá coäng coù coâng sai d = 30. Tìm soá ño cuûa caùc goùc ñoù.

c) Soá ño caùc goùc cuûa moät töù giaùc loài laäp thaønh moät caáp soá coäng vaø goùc lôùn nhaát gaáp 5 laàn goùc nhoû nhaát. Tìm soá ño caùc goùc ñoù.
Baøi 31: Chöùng minh raèng neáu 3 soá a, b, c laäp thaønh moät caáp soá coäng thì caùc soá x, y, z cuõng laäp thaønh moät caáp soá coäng, vôùi:

a) 
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Baøi 32: Tìm x ñeå 3 soá a, b, c laäp thaønh moät caáp soá coäng, vôùi:
a) 
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Baøi 33: Tìm caùc nghieäm soá cuûa phöông trình: 
[image: image685.wmf]32
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, bieát raèng caùc nghieäm soá phaän bieät vaø taïo thaønh moät caáp soá coäng.
Baøi 34: Ngöôøi ta troàng 3003 caây theo moät hình tam giaùc nhö sau: haøng thöù nhaát coù 1 caây, haøng thöù hai coù 2 caây, haøng thöù ba coù 3 caây, …. Hoûi coù bao nhieâu haøng?
IV. Caáp soá nhaân
1. Ñònh nghóa:
(un) laø caáp soá nhaân ( un+1 = un.q   vôùi n ( N*
(q: coâng boäi)
2. Soá haïng toång quaùt:
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3. Tính chaát caùc soá haïng:
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4. Toång n soá haïng ñaàu tieân:
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Baøi 3: Tìm soá haïng ñaàu vaø coâng boäi cuûa caáp soá nhaân, bieát:

a) 
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Baøi 4: a) Giöõa caùc soá 160 vaø 5 haõy cheøn vaøo 4 soá nöõa ñeå taïo thaønh moät caáp soá nhaân.

b) Giöõa caùc soá 243 vaø 1 haõy ñaët theâm 4 soá nöõa ñeå taïo thaønh moät caáp soá nhaân.

Baøi 5: Tìm 3 soá haïng lieân tieáp cuûa moät caáp soá nhaân bieát toång cuûa chuùng laø 19 vaø tích laø 216.
Baøi 6: a) Tìm soá haïng ñaàu cuûa moät caáp soá nhaân, bieát raèng coâng boäi laø 3, toång soá caùc soá haïng laø 728 vaø soá haïng cuoái laø 486.

b) Tìm coâng boäi cuûa moät caáp soá nhaân coù soá haïng ñaàu laø 7, soá haïng cuoái laø 448 vaø toång soá caùc soá haïng laø 889.

Baøi 7: a) Tìm 4 goùc cuûa moät töù giaùc, bieát raèng caùc goùc ñoù laäp thaønh moät caáp soá nhaân vaø goùc cuoái gaáp 9 laàn goùc thöù hai.

b) Ñoä daøi caùc caïnh cuûa (ABC laäp thaønh moät caáp soá nhaân. Chöùng minh raèng (ABC coù hai goùc khoâng quaù 600.
Baøi 8: Tìm boán soá haïng lieân tieáp cuûa moät caáp soá nhaân, trong ñoù soá haïng thöù hai nhoû hôn soá haïng thöù nhaát 35, coøn soá haïng thöù ba lôùn hôn soá haïng thöù tö 560.
Baøi 9: Soá soá haïng cuûa moät caáp soá nhaân laø moät soá chaün. Toång taát caû caùc soá haïng cuûa noù lôùn gaáp 3 laàn toång caùc soá haïng coù chæ soá leû. Xaùc ñònh coâng boäi cuûa caáp soá ñoù.
Baøi 10: Tìm 4 soá haïng ñaàu cuûa moät caáp soá nhaân, bieát raèng toång 3 soá haïng ñaàu laø 
[image: image695.wmf]148

9

, ñoàng thôøi, theo thöù töï, chuùng laø soá haïng thöù nhaát, thöù tö vaø thöù taùm cuûa moät caáp soá coäng.
Baøi 11: Tìm 3 soá haïng ñaàu cuûa moät caáp soá nhaân, bieát raèng khi taêng soá thöù hai theâm 2 thì caùc soá ñoù taïo thaønh moät caáp soá coäng, coøn neáu sau ñoù taêng soá cuoái theâm 9 thì chuùng laïi laäp thaønh moät caáp soá nhaân.
Baøi 12: Tìm 4 soá trong ñoù ba soá ñaàu laø ba soá haïng keá tieáp cuûa moät caáp soá nhaân, coøn ba soá sau laø ba soá haïng keá tieáp cuûa moät caáp soá coäng; toång hai soá ñaàu vaø cuoái baèng 32, toång hai soá giöõa baèng 24.
Baøi 13: Tìm caùc soá döông a vaø b sao cho a, a + 2b, 2a + b laäp thaønh moät caáp soá coäng vaø (b + 1)2, ab + 5, (a + 1)2 laäp thaønh moät caáp soá nhaân.
Baøi 14: Chöùng minh raèng neáu 3 soá 
[image: image696.wmf]212
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 laäp thaønh moät caáp soá coäng thì 3 soá x, y, z laäp thaønh moät caáp soá nhaân.
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PHẦN HÌNH HỌC
CHÖÔNG I: 

PHEÙP DÔØI HÌNH VAØ PHEÙP ÑOÀNG DAÏNG TRONG MAËT PHAÚNG

I. Pheùp tònh tieán
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II. Pheùp ñoái xöùng truïc
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  ÑOy: M(x; y) 
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III. Pheùp ñoái xöùng taâm
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( Cho I(a; b). ÑI: M(x; y) 
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  Ñaëc bieät:     ÑO: M(x; y) 
[image: image718.wmf]a

 M((x(; y(). Khi ñoù: 
[image: image719.wmf]'

'

xx

yy

ì

=-

í

=-

î


[image: image925.wmf]tantan

tan()

1tan.tan

ab

ab

ab

-

-=

+

IV. Pheùp quay
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( Q(O,900): M(x; y) 
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   Q(O,–900): M(x; y) 
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V. Pheùp vò töï

( V(I,k): M 
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( Cho I(a; b). V(I,k): M(x; y) 
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Chuù yù: Neáu pheùp dôøi hình (pheùp ñoàng daïng) bieán (ABC thaønh (A(B(C( thì noù cuõng bieán troïng taâm, tröïc taâm, taâm caùc ñöôøng troøn noäi tieáp, ngoaïi tieáp cuûa (ABC töông öùng thaønh troïng taâm, tröïc taâm, taâm caùc ñöôøng troøn noäi tieáp, ngoaïi tieáp cuûa (A(B(C(.

I. PHEÙP TÒNH TIEÁN
1. Cho hai ñieåm coá ñònh B, C treân ñöôøng troøn (O) vaø moät ñieåm A thay ñoåi treân ñöôøng troøn ñoù. Tìm quó tích tröïc taâm H cuûa (ABC.


HD: Veõ ñöôøng kính BB(. Xeùt pheùp tònh tieán theo 
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. Quó tích ñieåm H laø ñöôøng troøn  (O() aûnh cuûa (O) qua pheùp tònh tieán ñoù.

2. Cho ñöôøng troøn (O; R), ñöôøng kính AB coá ñònh vaø ñöôøng kính CD thay ñoåi. Tieáp tuyeán vôùi ñöôøng troøn (O) taïi B caét AC taïi E, AD taïi F. Tìm taäp hôïp tröïc taâm caùc tam giaùc CEF vaø DEF.


HD: Goïi H laø tröïc taâm (CEF, K laø tröïc taâm (DEF. Xeùt pheùp tònh tieán theo vectô 
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. Taäp hôïp caùc ñieåm H vaøK  laø ñöôøng troøn (O() aûnh cuûa (O) qua pheùp tònh tieán ñoù (tröø hai ñieåm A vaø A' vôùi 
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3. Cho töù giaùc loài ABCD vaø moät ñieåm M ñöôïc xaùc ñònh bôûi 
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HD: Xeùt pheùp tònh tieán theo vectô 
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4. Cho töù giaùc ABCD coù 
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HD: Xeùt pheùp tònh tieán theo vectô 
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5. Cho (ABC. Döïng hình vuoâng BCDE veà phía ngoaøi tam giaùc. Töø D vaø E laàn löôït döïng caùc ñöôøng vuoâng goùc vôùi AB, AC. Chöùng minh raèng hai ñöôøng vuoâng goùc ñoù vôùi ñöôøng cao AH cuûa (ABC ñoàng qui.


HD: Xeùt pheùp tònh tieán theo vectô 
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6. Tìm aûnh cuûa caùc ñieåm A(0; 2), B(1; 3), C(–3; 4) qua pheùp tònh tieán 
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[image: image748.wmf]v
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 = (2; 1)

c) 
[image: image749.wmf]v
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 = (–2; 1)

d) 
[image: image750.wmf]v
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 = (3; –2)



e) 
[image: image751.wmf]v
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 = (0; 0)
f) 
[image: image752.wmf]v
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 = (–3; 2)



7. Cho ñieåm A(1; 4). Tìm toaï ñoä ñieåm B sao cho 
[image: image753.wmf]()
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 trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) 
[image: image754.wmf](
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b) 
[image: image755.wmf]v
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 = (2; 1)

c) 
[image: image756.wmf]v
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 = (–2; 1)

d) 
[image: image757.wmf]v
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 = (3; –2)



e) 
[image: image758.wmf]v
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 = (0; 0)
f) 
[image: image759.wmf]v
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 = (–3; 2)

8. Tìm toaï ñoä vectô 
[image: image760.wmf]v
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 sao cho 
[image: image761.wmf](
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 trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) M((10; 1), M’(3; 8)

b) M((5; 2), M((4; (3)
c) M(–1; 2), M((4; 5)


d) M(0; 0), M((–3; 4)

c) M(5; –2), M((2; 6)

f) M(2; 3), M((4; –5)

9. Trong mpOxy, cho ñöôøng thaúng (d) : 2x ( y + 5 = 0. Tìm phöông trình cuûa ñöôøng thaúng (d’) laø aûnh cuûa (d) qua pheùp tònh tieán theo 
[image: image762.wmf]v
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 trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) 
[image: image763.wmf](
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b) 
[image: image764.wmf]v
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 = (2; 1)

c) 
[image: image765.wmf]v
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 = (–2; 1)

d) 
[image: image766.wmf]v
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 = (3; –2)

10. Trong mpOxy, cho ñöôøng troøn (C): 
[image: image767.wmf](
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. Tìm phöông trình cuûa ñöôøng troøn (C() laø aûnh cuûa (C) qua pheùp tònh tieán theo 
[image: image768.wmf]v
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 trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) 
[image: image769.wmf](
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b) 
[image: image770.wmf]v
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 = (2; 1)

c) 
[image: image771.wmf]v
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 = (–2; 1)

d) 
[image: image772.wmf]v
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 = (3; –2)

11. Trong mpOxy, cho Elip (E): 
[image: image773.wmf]22
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. Tìm phöông trình cuûa elip (E() laø aûnh cuûa (E) qua pheùp tònh tieán theo 
[image: image774.wmf]v
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 trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) 
[image: image775.wmf](
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b) 
[image: image776.wmf]v
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 = (2; 1)

c) 
[image: image777.wmf]v
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 = (–2; 1)

d) 
[image: image778.wmf]v
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 = (3; –2)

12. Trong mpOxy, cho Hypebol (H): 
[image: image779.wmf]22
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. Tìm phöông trình cuûa Hypebol (H() laø aûnh cuûa (H) qua pheùp tònh tieán theo 
[image: image780.wmf]v
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 trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) 
[image: image781.wmf](
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b) 
[image: image782.wmf]v
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 = (2; 1)

c) 
[image: image783.wmf]v
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 = (–2; 1)

d) 
[image: image784.wmf]v
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 = (3; –2)

13. Trong mpOxy, cho Parabol (P): y2 = 16x. Tìm phöông trình cuûa Parabol (P() laø aûnh cuûa (P) qua pheùp tònh tieán theo 
[image: image785.wmf]v
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 trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) 
[image: image786.wmf](
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b) 
[image: image787.wmf]v
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 = (2; 1)

c) 
[image: image788.wmf]v
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 = (–2; 1)

d) 
[image: image789.wmf]v
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 = (3; –2)

14. Cho ñöôøng thaúng d: x + 2y – 1 = 0 vaø vectô 
[image: image790.wmf]v
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 = (2; m). Tìm m ñeå pheùp tònh tieán 
[image: image791.wmf]v
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 bieán d thaønh chính noù.

II. PHEÙP ÑOÁI XÖÙNG TRUÏC
1. Cho hai ñieåm B, C coá ñònh treân ñöôøng troøn (O) vaø moät ñieåm A thay ñoåi treân ñöôøng troøn ñoù. Tìm quó tích tröïc taâm H cuûa (ABC.


HD: Goïi H( laø giao ñieåm thöù hai cuûa ñöôøng thaúng AH vôùi (O). Xeùt pheùp ñoái xöùng truïc BC. Quó tích ñieåm H laø ñöôøng troøn (O() aûnh cuûa (O) qua pheùp ÑBC.

2. Cho ñöôøng thaúng d vaø hai ñieåm A, B naèm veà moät phía cuûa d. Tìm treân d moät ñieåm M sao cho toång AM + MB coù giaù trò nhoû nhaát.


HD: Goïi A( = Ñd(A). M laø giao ñieåm cuûa A(B vaø d.

3. Cho (ABC vôùi tröïc taâm H.


a) Chöùng minh raèng caùc ñöôøng troøn ngoaïi tieáp caùc tam giaùc HAB, HBC, HCA coù baùn kính baèng nhau.


b) Goïi O1, O2, O3 laø taâm cuûa caùc ñöôøng troøn noùi treân. Chöùng minh raèng ñöôøng troøn ñi qua 3 ñieåm O1, O2, O3 coù baùn kính baèng baùn kính ñöôøng troøn ngoaïi tieáp (ABC.

4. Cho goùc nhoïn xOy vaø moät ñieåm A thuoäc mieàn trong goùc naøy. Tìm ñieåm B ( Ox, C ( Oy sao cho chu vi (ABC laø beù nhaát.


HD: Xeùt caùc pheùp ñoái xöùng truïc: ÑOx(A) = A1; ÑOy(A) = A2. B, C laø caùc giao ñieåm cuûa A1A2 vôùi caùc caïnh Ox, Oy.

5. Cho (ABC coù caùc goùc ñeàu nhoïn vaø ñieåm M chaïy treân caïnh BC. Giaû söû ÑAB(M) = M1, ÑAC(M) = M2. Tìm vò trí cuûa M treân caïnh BC ñeå ñoaïn thaúng M1M2 coù ñoä daøi ngaén nhaát.


HD: M laø chaân ñöôøng cao veõ töø A cuûa (ABC.

6. Cho (ABC caân ñænh A. Ñieåm M chaïy treân BC. Keû MD ( AB, ME ( AC. Goïi D( = ÑBC(D). Tính 
[image: image792.wmf]·
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BDM

 vaø chöùng toû MD + ME khoâng phuï thuoäc vaøo vò trí ñieåm M.


HD: 
[image: image793.wmf]·
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BDM

 = 1v; MD + ME  = BH.
7. Tìm aûnh cuûa caùc ñieåm sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Ox: A(2; 3), B(–2; 3), C(0; 6), D(4; –3).

8. Tìm aûnh cuûa caùc ñieåm sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Oy: A(2; 3), B(–2; 3), C(0; 6), D(4; –3).

9. Tìm aûnh cuûa ñieåm A(3; 2) qua pheùp ñoái xöùng truïc d vôùi d: x – y = 0.

10. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng thaúng sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Ox:


a) x – 2 = 0

b) y – 3 = 0

c) 2x + y – 4 = 0
d) x + y – 1 = 0

11. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng thaúng sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Oy:


a) x – 2 = 0

b) y – 3 = 0

c) 2x + y – 4 = 0
d) x + y – 1 = 0

12. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng troøn sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Ox:


a) (x + 1)2 + (y – 1)2 = 9



b) x2 + (y – 2)2 = 4


c) x2 + y2 – 4x – 2y – 4 = 0


d) x2 + y2 + 2x – 4y – 11 = 0

13. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng troøn sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Oy:


a) (x + 1)2 + (y – 1)2 = 9



b) x2 + (y – 2)2 = 4


c) x2 + y2 – 4x – 2y – 4 = 0


d) x2 + y2 + 2x – 4y – 11 = 0

14. Tìm aûnh cuûa caùc elip sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Ox (Oy):


a) 
[image: image794.wmf]22
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b) x2 + 4y2 = 1

c) 9x2 + 16y2 = 144

15. Tìm aûnh cuûa caùc hypebol sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Ox (Oy):


a) 
[image: image795.wmf]22
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b) x2 – 4y2 = 1

c) 9x2 – 25y2 = 225

16. Tìm aûnh cuûa caùc parabol sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Ox:


a) y2 = 2x


b) x2 = 2y

c) y = x2

17. Tìm aûnh cuûa caùc parabol sau qua pheùp ñoái xöùng truïc Oy:


a) y2 = 2x


b) x2 = 2y

c) y = x2
III. PHEÙP ÑOÁI XÖÙNG TAÂM

1. Treân ñöôøng troøn (O) cho hai ñieåm B, C coá ñònh vaø moät ñieåm A thay ñoåi. Goïi H laø tröïc taâm cuûa (ABC vaø H( laø ñieåm sao cho HBH(C laø hình bình haønh. Chöùng minh raèng H( naèm treân ñöôøng troøn (O). Töø ñoù suy ra quó tích cuûa ñieåm H.


HD: Goïi I laø trung ñieåm cuûa BC. ÑI(H() = H ( Quó tích ñieåm H laø ñöôøng troøn (O() aûnh cuûa (O) qua pheùp ÑI.

2. Ñieåm M thuoäc mieàn trong töù giaùc loài ABCD. Goïi A(, B(, C(, D( laàn löôït laø ñieåm ñoái xöùng cuûa M qua trung ñieåm caùc caïnh AB, BC, CD, DA. Chöùng minh töù giaùc A(B(C(D( laø hình bình haønh.

3. Cho ñöôøng troøn (O, R) vaø moät daây coá ñònh AB = R
[image: image796.wmf]2

. Ñieåm M chaïy treân cung lôùn 
[image: image797.wmf]»

AB

 thoaû maõn (MAB coù caùc goùc ñeàu nhoïn, coù H laø tröïc taâm. AH vaø BH caét (O) theo thöù töï taïi A( vaø B(. A(B caét AB( taïi N.


a) Chöùng minh A(B( cuõng laø ñöôøng kính cuûa ñöôøng troøn (O, R).


b) Töù giaùc AMBN laø hình bình haønh.


c) HN coù ñoä daøi khoâng ñoåi khi M chaïy nhö treân.


d) HN caét A(B( taïi I. Tìm taäp hôïp caùc ñieåm I khi M chaïy nhö treân.


HD:
a) 
[image: image798.wmf]·

''

ABB

 = 1v
b) AM //A(N, BM // AN
c) HN = B(A( = 2R


d) Goïi J laø trung ñieåm AB. ÑJ(M) = N, ÑJ(O) = O(. 
[image: image799.wmf]·
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OIO

 = 1v ( Taäp hôïp caùc ñieåm I laø ñöôøng troøn ñöôøng kính OO(.

4. Moät ñöôøng thaúng ñi qua taâm O cuûa hình bình haønh ABCD caét caùc caïnh DC, AB taïi P vaø Q. Chöùng minh raúng caùc giao ñieåm cuûa caùc ñöôøng thaúng AP, BP, CQ, DQ vôùi caùc ñöôøng cheùo cuûa hình bình haønh laø caùc ñænh cuûa moät hình bình haønh môùi.


HD: Xeùt pheùp ÑO.

5. Tìm aûnh cuûa caùc ñieåm A(2; 3), B(–2; 3), C(0; 6), D(4; –3) qua pheùp ñoái xöùng taâm vôùi:


a) Taâm O(0; 0)


b) Taâm I(1; –2)

c) Taâm H(–2; 3)

6. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng thaúng sau qua pheùp ñoái xöùng taâm O(0; 0):


a) 2x – y = 0
b) x + y + 2 = 0
c) 2x + y – 4 = 0
d) y = 2
e) x = –1

7. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng thaúng sau qua pheùp ñoái xöùng taâm I(2; 1):


a) 2x – y = 0
b) x + y + 2 = 0
c) 2x + y – 4 = 0
d) y = 2
e) x = –1

8. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng troøn sau qua pheùp ñoái xöùng taâm I(2; 1):


a) (x + 1)2 + (y – 1)2 = 9



b) x2 + (y – 2)2 = 4


c) x2 + y2 – 4x – 2y – 4 = 0


d) x2 + y2 + 2x – 4y – 11 = 0

9. Tìm aûnh cuûa caùc elip sau qua pheùp ñoái xöùng taâm I(1; –2):


a) 
[image: image800.wmf]22
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b) x2 + 4y2 = 1

c) 9x2 + 16y2 = 144

10. Tìm aûnh cuûa caùc hypebol sau qua pheùp ñoái xöùng taâm I(–1; 2):


a) 
[image: image801.wmf]22
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b) x2 – 4y2 = 1

c) 9x2 – 25y2 = 225

11. Tìm aûnh cuûa caùc parabol sau qua pheùp ñoái xöùng taâm O(0; 0):


a) y2 = 2x


b) x2 = 2y

c) y = x2
IV. PHEÙP QUAY

1. Cho (ABC. Döïng veà phía ngoaøi tam giaùc ñoù caùc tam giaùc BAE vaø CAF vuoâng caân taïi A. Goïi I, M, J theo thöù töï laø trung ñieåm cuûa EB, BC, CF. Chöùng minh (IMJ vuoâng caân.


HD: Xeùt pheùp quay Q(A,900).

2. Cho (ABC. Döïng veà phía ngoaøi tam giaùc ñoù caùc hình vuoâng ABEF vaø ACIK. Goïi M laø trung ñieåm cuûa BC. Chöùng minh raèng AM vuoâng goùc vôi FK vaø AM = 
[image: image802.wmf]1

2

FK.


HD: Goïi D = Ñ(A)(B). Xeùt pheùp quay Q(A,900).

3. Cho 3 ñieåm A, B, C thaúng haøng theo thöù töï. Laáy caùc ñoaïn thaúng AB, BC laøm caïnh, döïng caùc tam giaùc ñeàu ABE vaø BCF naèm cuøng veà moät phía so vôùi ñöôøng thaúng AB. Goïi M, N laàn löôït laø caùc trung ñieåm cuûa caùc ñoaïn thaúng AF, CE. Chöùng minh (BMN ñeàu.


HD: Xeùt pheùp quay Q(B,600).

4. Cho (ABC. Laáy caùc caïnh cuûa tam giaùc ñoù laøm caïnh, döïng ra phía ngoaøi tam giaùc caùc tam giaùc ñeàu ABC1, CAB1, CAB1. Chöùng minh raèng caùc ñoaïn thaúng AA1, BB1, CC1 baèng nhau.


HD: Xeùt caùc pheùp quay Q(A,600),  Q(B,600).

5. Cho (ABC ñeàu taâm O. Treân caùc caïnh AB, AC ñaët caùc ñoaïn thaúng AD, AE sao cho AD + AE = AB. Chöùng minh raèng OD = OE vaø 
[image: image803.wmf]·

DOE

 = 1200.


HD: Xeùt pheùp quay Q(O,1200).

6. Cho hình vuoâng ABCD vaø ñieåm M treân caïnh AB. Ñöôøng thaúng qua C vuoâng goùc vôùi CM, caét AB vaø AD taïi E vaø F. CM caét AD taïi N. Chöùng minh raèng:


a) CM + CN = EF

b) 
[image: image804.wmf]222
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HD: Xeùt pheùp quay Q(C,900).

7. Cho (ABC. Döïng veà phía ngoaøi tam giaùc caùc hình vuoâng ABDE vaø ACIJ sao cho C vaø D naèm khaùc phía vôùi AB. Chöùng minh giao ñieåm cuûa BI vaø CD naèm treân ñöôøng cao AH cuûa (ABC.


HD: Laáy treân tia ñoái cuûa AH moät ñoaïn AK = BC. Goïi O laø taâm hình vuoâng ACIJ. Xeùt pheùp quay Q(O,900) ( IB ( CK. Töông töï CD ( BK.
8. Tìm aûnh cuûa caùc ñieåm A(2; 3), B(–2; 3), C(0; 6), D(4; –3) qua pheùp quay taâm O goùc ( vôùi:


a) ( = 900


b) ( = –900


c) ( = 1800
9. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng thaúng sau qua pheùp quay taâm O goùc 900:


a) 2x – y = 0
b) x + y + 2 = 0
c) 2x + y – 4 = 0
d) y = 2
e) x = –1

10. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng troøn sau qua pheùp quay taâm O goùc 900:

a) (x + 1)2 + (y – 1)2 = 9



b) x2 + (y – 2)2 = 4


c) x2 + y2 – 4x – 2y – 4 = 0


d) x2 + y2 + 2x – 4y – 11 = 0

V. PHEÙP VÒ TÖÏ

1. Cho (ABC vôùi troïng taâm G, tröïc taâm H vaø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp O. Chöùng minh ba ñieåm G, H, O thaúng haøng vaø 
[image: image805.wmf]2
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HD: Xeùt pheùp vò töï V(G,–2)(O) = H.

2. Tam giaùc ABC coù hai ñænh B, C coá ñònh, coøn ñænh A chaïy treân moät ñöôøng troøn (O). Tìm quó tích troïng taâm G cuûa (ABC.


HD: Goïi I laø trung ñieåm cuûa BC. Xeùt pheùp vò töï 
[image: image806.wmf]1
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(A) = G. 

3. Cho ñöôøng troøn (O) coù ñöôøng kính AB. Goïi C laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua B, PQ laø moät ñöôøng kính thay ñoåi cuûa (O). Ñöôøng thaúng CQ caét PA vaø PB laàn löôït taïi M vaø N.


a) Chöùng minh raèng Q laø trung ñieåm cuûa CM, N laø trung ñieåm cuûa CQ.


b) Tìm quó tích cuûa M vaø N khi ñöôøng kính PQ thay ñoåi.


HD: a) Söû duïng tính chaát ñöôøng trung bình.


b) Xeùt caùc pheùp vò töï V(C,2)(Q) = M; 
[image: image807.wmf]1
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(Q) = N.

4. Cho ñöôøng troøn (O, R) vaø ñöôøng thaúng d khoâng coù ñieåm chung vôùi ñöôøng troøn. Töø moät ñieåm M baát kì treân d, keû caùc tieáp tuyeán MP, MQ vôùi ñöôøng troøn (O). 


a) Chöùng minh PQ luoân ñi qua moät ñieåm coá ñònh.


b) Tìm taäp hôïp trung ñieåm K cuûa PQ, taâm O( cuûa ñöôøng troøn ngoaïi tieáp (MPQ, tröïc taâm H cuûa (MPQ.


HD: a) Keû OI ( d, OI caét PQ taïi N. 
[image: image808.wmf]2
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 ( N coá ñònh.


b) Taäp hôïp caùc ñieåm K laø ñöôøng troøn (O1) ñöôøng kính NO.


   Taäp hôïp caùc ñieåm O( ñöôøng trung tröïc ñoaïn OI.

           Taäp hôïp caùc ñieåm H laø ñöôøng troøn (O2) = V(O,2). 

5. Cho ñieåm A ôû ngoaøi ñöôøng troøn (O, R) vaø ñöôøng kính MN quay xung quanh taâm O. AM vaø AN caét ñöôøng troøn (O) taïi B vaø C.


a) Chöùng minh ñöôøng troøn (AMN) luoân ñi qua moät ñieåm coá ñònh khaùc A.


b) Chöùng minh BC luoân ñi qua moät ñieåm coá ñònh.


c) Tìm taäp hôïp trung ñieåm I cuûa BC vaø troïng taâm G cuûa (ABC.


HD: a) AO caét (AMN) taïi D. 
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 ( D coá ñònh.


b) AO caét BC taïi E. 
[image: image810.wmf]22
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c) Taäp hôïp caùc ñieåm I laø ñöôøng troøn (O1) ñöôøng kính EO.


   Taäp hôïp caùc ñieåm G laø ñöôøng troøn (O2) = 
[image: image811.wmf]2
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6. Cho ñöôøng troøn (O, R), ñöôøng kính AB. Moät ñöôøng thaúng d vuoâng goùc vôùi AB taïi moät ñieåm C ôû ngoaøi ñöôøng troøn. Moät ñieåm M chaïy treân ñöôøng troøn. AM caét d taïi D, CM caét (O) taïi N, BD caét (O) taïi E.


a) Chöùng minh AM.AD khoâng phuï thuoäc vaøo vò trí cuûa ñieåm M.


b) Töù giaùc CDNE laø hình gì?


c) Tìm taäp hôïp troïng taâm G cuûa (MAC.


HD: a) AM.AD = AB.AC (khoâng ñoåi)

b) NE // CD ( CDNE laø hình thang.


c) Goïi I laø trung ñieåm AC. Keû GK // MO. Taäp hôïp caùc ñieåm G laø ñöôøng troøn (K, 
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) aûnh cuûa ñöôøng troøn (O, R) qua pheùp 
[image: image813.wmf]1

(,)

3

I

V

.

7. Tìm aûnh cuûa caùc ñieåm sau qua pheùp vò töï taâm I(2; 3), tæ soá k = –2: A(2; 3), B(–3; 4), C(0; 5), D(3; 0), O(0; 0).

8. Tìm aûnh cuûa caùc ñieåm sau qua pheùp vò töï taâm I(2; 3), tæ soá k = 
[image: image814.wmf]1
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: A(2; 3), B(–3; 4), C(0; 5), D(3; 0), O(0; 0).

9. Pheùp vi töï taâm I tæ soá 
[image: image815.wmf]1
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 bieán ñieåm M thaønh M’. Tìm toaï ñoä cuûa ñieåm I trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) M(4; 6) vaø M’(–3; 5). 
b) M(2; 3) vaø M((6; 1)
c) M(–1; 4) vaø M((–3; –6)

10. Pheùp vò töï taâm I tæ soá k bieán ñieåm M thaønh M’. Tìm k trong caùc tröôøng hôïp sau:


a) I(–2; 1), M(1; 1), M’(–1; 1).

b) I(1; 2), M(0; 4) vaø M((2; 0)


c) I(2; –1), M(–1; 2), M((–2; 3)

11. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng thaúng sau qua pheùp vò töï taâm O(0; 0) tæ soá k = 2:


a) x + 2y – 1 = 0

b) x – 2y + 3 = 0
c) y – 3 = 0

d) x + 4 = 0

12. Tìm aûnh cuûa ñöôøng thaúng d: x – 2y + 1 = 0 qua pheùp vò töï taâm I(2; 1) tæ soá k trong caùc tröôøng hôïp sau: 


a) k = 1

b) k = 2
c) k = – 1
d) k = – 2
e) k = 
[image: image816.wmf]1
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f) k = 
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13. Trong maët phaúng Oxy, cho hai ñöôøng thaúng (1:  x – 2y + 1 = 0 vaø (2: x – 2y + 4 = 0  vaø ñieåm I(2; 1). Tìm tæ soá k ñeå pheùp vò töï V(I,k) bieán (1 thaønh (2.

14. Tìm aûnh cuûa caùc ñöôøng troøn sau qua pheùp vò töï taâm O(0; 0) tæ soá k = 2:


a) 
[image: image818.wmf]22
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b) 
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c) x2 + y2 = 4


15. Tìm aûnh cuûa ñöôøng troøn (C): (x + 1)2 + (y – 3)2 = 9 qua pheùp vò töï taâm I(2; 1) tæ soá k trong caùc tröôøng hôïp sau: 


a) k = 1

b) k = 2
c) k = – 1
d) k = – 2
e) k = 
[image: image820.wmf]1
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f) k = 
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16. Xeùt pheùp vò töï taâm I(1; 0) tæ soá k = 3 bieán ñöôøng troøn (C) thaønh (C(). Tìm phöông trình cuûa ñöôøng troøn (C) neáu bieát phöông trình ñöôøng troøn (C() laø:


a) 
[image: image822.wmf]22
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b) 
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c) 
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OÂN TAÄP CHÖÔNG I
1. Cho hình bình haønh ABCD coù CD coá ñònh, ñöôøng cheùo AC = a khoâng ñoåi. Chöùng minh raèng khi A di ñoäng thì ñieåm B di ñoäng treân moät ñöôøng troøn xaùc ñònh.
2. Cho 2 ñieåm A, B coá ñònh thuoäc ñöôøng troøn (C) cho tröôùc. M laø moät ñieåm di ñoäng treân (C) nhöng khoâng truøng vôùi A vaø B. Döïng hình bình haønh AMBN. Chöùng minh raèng taäp hôïp caùc ñieåm N laø moät ñöôøng troøn.
3. Cho nöûa ñöôøng troøn taâm O ñöôøng kính AB. Moät ñieåm C chaïy treân nöûa ñöôøng troøn ñoù. Döïng veà phía ngoaøi tam giaùc ABC hình vuoâng CBEF. Chöùng minh ñieåm E chaïy treân moät nöûa ñöôøng troøn coá ñònh.
4. Cho hình vuoâng ABCD coù taâm I. Treân tia BC laáy ñieåm E sao cho BE = AI.


a) Xaùc ñònh moät pheùp dôøi hình bieán A thaønh B, I thaønh E.



b) Döïng aûnh cuûa hình vuoâng ABCD qua pheùp dôøi hình aáy.

5. Cho hai ñöôøng troøn (O; R) vaø (O(; R(). Xaùc ñònh caùc taâm vò töï cuûa hai ñöôøng troøn neáu R( = 2R vaø OO( = 
[image: image825.wmf]3
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6. Cho  
[image: image826.wmf]v
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 = (–2; 1), caùc ñöôøng thaúng d: 2x – 3y + 3 = 0, d1: 2x – 3y – 5 = 0.


a) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d( = 
[image: image827.wmf]v
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b) Tìm toaï ñoä vectô 
[image: image828.wmf]u
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 vuoâng goùc vôùi phöông cuûa d sao cho d1 = 
[image: image829.wmf]u
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7. Cho ñöôøng troøn (C): x2 + y2 – 2x + 4y – 4 = 0. Tìm (C() = 
[image: image830.wmf]v
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(C) vôùi 
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 = (–2; 5).

8. Cho M(3; –5), ñöôøng thaúng d: 3x + 2y – 6 = 0 vaø ñöôøng troøn (C): x2 + y2 – 2x + 4y – 4 = 0.


a) Tìm aûnh cuûa M, d, (C) qua pheùp ñoái xöùng truïc Ox.


b) Tìm aûnh cuûa d vaø (C) qua pheùp ñoái xöùng taâm M.

9. Tìm ñieåm M treân ñöôøng thaúng d: x – y + 1 = 0 sao cho MA + MB laø ngaén nhaát vôùi A(0; –2), B(1; –1).

10. Vieát phöông trình ñöôøng troøn laø aûnh cuûa ñöôøng troøn taâm A(–2; 3) baùn kính 4 qua pheùp ñoái xöùng taâm, bieát:


a) Taâm ñoái xöùng laø goác toaï ñoä O

b) Taâm ñoái xöùng laø ñieåm I(–4; 2)

11. Cho ñöôøng thaúng d: x + y – 2 = 0. Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng d( laø aûnh cuûa ñöôøng thaúng d qua pheùp quay taâm O goùc quay (, vôùi:


a) ( = 900

b) ( = 400.

12. Cho 
[image: image832.wmf]v
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 = (3; 1) vaø ñöôøng thaúng d: y = 2x. Tìm aûnh cuûa d qua pheùp dôøi hình coù ñöôïc baèng caùch thöïc hieän lieân tieáp pheùp quay taâm O goùc 900 vaø pheùp tònh tieán theo vectô 
[image: image833.wmf]v
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13. Cho ñöôøng thaúng d: y = 
[image: image834.wmf]22

. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d( laø aûnh cuûa d qua pheùp ñoàng daïng coù ñöôïc baèng caùch thöïc hieän lieân tieáp pheùp vò töï taâm O tæ soá k = 
[image: image835.wmf]1
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 vaø pheùp quay taâm O goùc 450.

14. Cho ñöôøng troøn (C): (x – 2)2 + (y – 1)2 = 4. Vieát phöông trình ñöôøng troøn (C() laø aûnh cuûa (C) qua pheùp ñoàng daïng coù ñöôïc baèng caùch thöïc hieän lieân tieáp pheùp vò töï taâm O tæ soá k = – 2 vaø pheùp ñoái xöùng qua truïc Oy.

15. Xeùt pheùp bieán hình F bieán moãi ñieåm M(x; y) thaønh ñieåm M((–2x + 3; 2y – 1). Chöùng minh F laø moät pheùp ñoàng daïng.

CHÖÔNG II: 

ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG TRONG KHOÂNG GIAN

QUAN HEÄ SONG SONG
I. ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG TRONG KHOÂNG GIAN
1. Xaùc ñònh moät maët phaúng 

( Ba ñieåm khoâng thaúng haøng thuoäc maët phaúng. (mp(ABC), (ABC))


( Moät ñieåm vaø moät ñöôøng thaúng khoâng ñi qua ñieåm ñoù thuoäc maët phaúng. (mp(A,d))


( Hai ñöôøng thaúng caét nhau thuoäc maët phaúng. (mp(a, b))
2. Moät soá qui taéc veõ hình bieåu dieãn cuûa hình khoâng gian

( Hình bieåu dieãn cuûa ñöôøng thaúng laø ñöôøng thaúng, cuûa ñoaïn thaúng laø ñoaïn thaúng.


( Hình bieåu dieãn cuûa hai ñöôøng thaúng song song laø hai ñöôøng thaúng song song, cuûa hai ñöôøng thaúng caét nhau laø hai ñöôøng thaúng caét nhau.


( Hình bieåu dieãn phaûi giöõ nguyeân quan heä thuoäc giöõa ñieåm vaø ñöôøng thaúng.


( Ñöôøng nhìn thaáy veõ neùt lieàn, ñöôøng bò che khuaát veõ neùt ñöùt.

VAÁN ÑEÀ 1: Tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng 

Muoán tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng ta coù theå tìm hai ñieåm chung phaân bieät cuûa hai maët phaúng. Khi ñoù giao tuyeán laø ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm chung ñoù.

1. Cho hình choùp S.ABCD. Ñaùy ABCD coù AB caét CD taïi E, AC caét BD taïi F.


a) Tìm giao tuyeán cuûa caùc caëp maët phaúng (SAB) vaø (SCD), (SAC) vaø (SBD).


b) Tìm giao tuyeán cuûa (SEF) vôùi caùc maët phaúng (SAD), (SBC).

2. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy ABCD laø hình bình haønh taâm O. M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa BC, CD, SO. Tìm giao tuyeán cuûa mp(MNP) vôùi caùc maët phaúng (SAB), (SAD), (SBC) vaø (SCD).

3. Cho töù dieän ABCD. Goïi I, J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AC vaø BC. K laø moät ñieåm treân caïnh BD sao cho KD < KB. Tìm giao tuyeán cuûa mp(IJK) vôùi (ACD) vaø (ABD).

4. Cho töù dieän ABCD. Goïi I, J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AD vaø BC.


a) Tìm giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng (IBC) vaø (JAD).


b) M laø moät ñieåm treân caïnh AB, N laø moät ñieåm treân caïnh AC. Tìm giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng (IBC) vaø (DMN).

5. Cho töù dieän (ABCD). M laø moät ñieåm beân trong (ABD, N laø moät ñieåm beân trong (ACD. Tìm giao tuyeán cuûa caùc caëp maët phaúng (AMN) vaø (BCD), (DMN) vaø (ABC).
VAÁN ÑEÀ 2: Tìm giao ñieåm cuûa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng  

Muoán tìm giao ñieåm cuûa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng ta coù theå tìm giao ñieåm cuûa ñöôøng thaúng ñoù vôùi moät ñöôøng thaúng naèm trong maët phaúng ñaõ cho.

1. Cho töù dieän ABCD. Treân AC vaø AD laàn löôït laáy caùc ñieåm M, N sao cho  MN khoâng song song voùi CD. Goïi O laø moät ñieåm beân trong (BCD.


a) Tìm giao tuyeán cuûa (OMN) vaø (BCD).


b) Tìm giao ñieåm cuûa BC vaø BD vôùi maët phaúng (OMN).

2. Cho hình choùp S.ABCD. M laø moät ñieåm treân caïnh SC.


a) Tìm giao ñieåm cuûa AM vaø (SBD).


b) Goïi N laø moät ñieåm treân caïnh BC. Tìm giao ñieåm cuûa SD vaø (AMN).

3. Cho töù dieän ABCD. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AC vaø BC. K laø moät ñieåm treân caïnh BD vaø khoâng truøng vôùi trung ñieåm cuûa BD. Tìm giao ñieåm cuûa CD vaø AD vôùi maët phaúng (MNK).

4. Cho töù dieän ABCD. M, N laø hai ñieåm laàn löôït treân AC vaø AD. O laø moät ñieåm beân trong (BCD. Tìm giao ñieåm cuûa: 


a) MN vaø (ABO).

b) AO vaø (BMN).


HD:
a) Tìm giao tuyeán cuûa (ABO) vaø (ACD).




b) Tìm giao tuyeán cuûa (BMN) vaø (ABO).

5. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình thang, caïnh ñaùy lôùn AB. Goïi I, J, K laø ba ñieåm laàn löôït treân SA, AB, BC.


a) Tìm giao ñieåm cuûa IK vôùi (SBD).


b) Tìm caùc giao ñieåm cuûa maët phaúng (IJK) vôùi SD vaø SC.


HD:
a) Tìm giao tuyeán cuûa (SBD) vôùi (IJK).




b) Tìm giao tuyeán cuûa (IJK) vôùi (SBD vaø (SCD).
VAÁN ÑEÀ 3: Chöùng minh ba ñieåm thaúng haøng, ba ñöôøng thaúng ñoàng qui  

( Muoán chöùng minh ba ñieåm thaúng haøng ta coù theå chöùng minh chuùng cuøng thuoäc hai maët phaúng phaân bieät.


( Muoán chöùng minh ba ñöôøng thaúng ñoàng qui ta coù theå chöùng minh giao ñieåm cuûa hai ñöôøng thaúng naøy laø ñieåm chung cuûa hai maët phaúng maø giao tuyeán laø ñöôøng thaúng thöù ba.

1. Cho hình choùp S.ABCD. Goïi I, J laø hai ñieåm coá ñònh treân SA vaø SC vôùi SI > IA vaø SJ < JC. Moät maët phaúng (P) quay quanh IJ caét SB taïi M, SD taïi N.


a) CMR: IJ, MN vaø SO ñoàng qui (O =AC(BD). Suy ra caùch döïng ñieåm N khi bieát M.

b) AD caét BC taïi E, IN caét MJ taïi F. CMR: S, E, F thaúng haøng.


c) IN caét AD taïi P, MJ caét BC taïi Q. CMR PQ luoân ñi qua 1 ñieåm coá ñònh khi (P) di ñoäng.

2. Cho maët phaúng (P) vaø ba ñieåm A, B, C khoâng thaúng haøng ôû ngoaøi (P). Giaû söû caùc ñöôøng thaúng BC, CA, AB laàn löôït caét (P) taïi D, E, F. Chöùng minh D, E, F thaúng haøng.

3. Cho töù dieän ABCD. Goïi E, F, G laàn löôït laø ba ñieåm treân ba caïnh AB, AC, BD sao cho EF caét BC taïi I, EG caét AD taïi H. Chöùng minh CD, IG, HF ñoàng qui.

4. Cho hai ñieåm coá ñònh A, B ôû ngoaøi maët phaúng (P) sao cho AB khoâng song song vôùi (P). M laø moät ñieåm di ñoäng trong khoâng gian sao cho MA, MB caét (P) taïi A(, B(. Chöùng minh A(B( luoân ñi qua moät ñieåm coá ñònh. 

5. Cho töù dieän SABC. Qua C döïng maët phaúng (P) caét AB, SB taïi B1, B(. Qua B döïng maët phaúng (Q) caét AC, SC taïi C1, C(. BB(, CC( caét nhau taïi O(; BB1, CC1 caét nhau taïi O1. Giaû söû O(O1 keùo daøi caét SA taïi I.


a) Chöùng minh: AO1, SO(, BC ñoàng qui.


b) Chöùng minh: I, B1, B( vaø I, C1, C( thaúng haøng.
VAÁN ÑEÀ 4: Xaùc ñònh thieát dieän cuûa moät hình choùp vôùi moät maët phaúng   
Muoán xaùc ñònh thieát dieän cuûa moät hình choùp vôùi maët phaúng (P) ta coù theå laøm nhö sau:


( Töø ñieåm chung coù saün, xaùc ñònh giao tuyeán ñaàu tieân cuûa (P) vôùi moät maët cuûa hình choùp (coù theå laø maët phaúng trung gian).


( Cho giao tuyeán naøy caét caùc caïnh cuûa maët ñoù cuûa hình choùp, ta seõ ñöôïc caùc ñieåm chung môùi cuûa (P) vôùi caùc maët khaùc. Töø ñoù xaùc ñònh ñöôïc caùc giao tuyeán môùi vôùi caùc maët naøy.

( Tieáp tuïc nhö treân cho tôùi khi caùc giao tuyeán kheùp kín ta ñöôïc thieát dieän.
1. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh taâm O. Goïi M, N, I laø ba ñieåm treân AD, CD, SO. Tìm thieát dieän cuûa hình choùp vôùi maët phaúng (MNI).

2. Cho töù dieän ñeàu ABCD, caïnh baèng a. Keùo daøi BC moät ñoaïn CE=a. Keùo daøi BD moät ñoaïn DF=a. Goïi M laø trung ñieåm cuûa AB.


a) Tìm thieát dieän cuûa töù dieän vôùi maët phaúng (MEF).


b) Tính dieän tích cuûa thieát dieän.


HD:
b) 
[image: image836.wmf]2
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3. Cho hình choùp S.ABC. M laø moät ñieåm treân caïnh SC, N vaø P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø AD. Tìm thieát dieän cuûa hình choùp vôùi maët phaúng (MNP).


HD: Thieát dieän laø 1 nguõ giaùc.
4. Cho hình choùp S.ABCD. Trong (SBC, laáy moät ñieåm M. Trong (SCD, laáy moät ñieåm N.


a) Tìm giao ñieåm cuûa MN vaø (SAC).


b) Tìm giao ñieåm cuûa SC vôùi (AMN).


c) Tìm thieát dieän cuûa hình choùp S.ABCD vôùi maët phaúng (AMN).


HD:
a) Tìm (SMN)((SAC)

b) Thieát dieän laø töù giaùc.
5. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh taâm O. Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa SB, SD vaø OC.


a) Tìm giao tuyeán cuûa (MNP) vôùi (SAC), vaø giao ñieåm cuûa (MNP) vôùi SA.


b) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp vôùi (MNP) vaø tính tæ soá maø (MNP) chia caùc caïnh 
SA, BC, CD.


HD:
b) Thieát dieän laø nguõ giaùc. Caùc tæ soá laø: 1/3; 1; 1.
6. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh. Goïi M laø trung ñieåm cuûa SB, G laø troïng taâm (SAD.


a) Tìm giao ñieåm I cuûa GM vôùi (ABCD). Chöùng minh (CGM) chöùa CD.


b) Chöùng minh (CGM) ñi qua trung ñieåm cuûa SA. Tìm thieát dieän cuûa hình choùp vôùi 
(CGM).


c) Tìm thieát dieän cuûa hình choùp vôùi (AGM).


HD:
b) Thieát dieän laø töù giaùc
c) Tìm (AGM)((SAC). Thieát dieän laø töù giaùc.
7. Cho hình choùp S.ABCD, M laø moät ñieåm treân caïnh BC, N laø moät ñieåm treân caïnh SD.


a) Tìm giao ñieåm I cuûa BN vaø (SAC) vaø giao ñieåm J cuûa MN vaø (SAC).


b) DM caét AC taïi K. Chöùng minh S, K, J thaúng haøng.


c) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp S.ABCD vôùi maët phaúng (BCN).


HD:
a) Goïi O=AC(BD thì I=SO(BN, J=AI(MN




b) J laø ñieåm chung cuûa (SAC) vaø (SDM)




c) Noái CI caét SA taïi P. Thieát dieän laø töù giaùc BCNP.

8. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình thang ABCD vôùi AB//CD vaø AB > CD. Goïi I laø trung ñieåm cuûa SC. Maët phaúng (P) quay quanh AI caét caùc caïnh SB, SD laàn löôït taïi M, N.


a) Chöùng minh MN luoân ñi qua moät ñieåm coá ñònh.


b) IM keùo daøi caét BC taïi P, IN keùo daøi caét CD taïi Q. Chöùng minh PQ luoân ñi qua 1 ñieåm coá ñònh.


c) Tìm taäp hôïp giao ñieåm cuûa IM vaø AN.


HD:
a) Qua giao ñieåm cuûa AI vaø SO=(SAC)((SBD).




b) Ñieåm A.




c) Moät ñoaïn thaúng.

II. HAI ÑÖÔØNG THAÚNG SONG SONG
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1. Ñònh nghóa
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2. Tính chaát

( Neáu ba maët phaúng phaân bieät caét nhau töøng ñoâi moät theo ba giao tuyeán phaân bieät thì ba giao tuyeán aáy hoaëc ñoàng qui hoaëc ñoâi moät song song.


( Neáu hai maët phaúng caét nhau laàn löôït ñi qua hai ñöôøng thaúng song song thì giao tuyeán cuûa chuùng song song vôùi hai ñöôøng thaúng ñoù hoaëc truøng vôùi moät trong hai ñöôøng thaúng ñoù.


( Hai ñöôøng thaúng phaân bieät cuøng song song vôùi ñöôøng thaúng thöù ba thì song song vôùi nhau.
VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh hai ñöôøng thaúng song song
Phöông phaùp: Coù theå söû duïng 1 trong caùc caùch sau:


1. Chöùng minh 2 ñöôøng thaúng ñoù ñoàng phaúng, roài aùp duïng phöông phaùp chöùng minh song song trong hình hoïc phaúng (nhö tính chaát ñöôøng trung bình, ñònh lí Taleùt ñaûo, …)


2. Chöùng minh 2 ñöôøng thaúng ñoù cuøng song song vôùi ñöôøng thaúng thöù ba.


3. AÙp duïng ñònh lí veà giao tuyeán song song.
1. Cho töù dieän ABCD. Goïi I, J laàn löôït laø troïng taâm caùc tam giaùc ABC, ABD. Chöùng minh IJ//CD.

2. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình thang vôùi ñaùy lôùn AB. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa SA vaø SB.


a) Chöùng minh: MN // CD.


b) Tìm giao ñieåm P cuûa SC vôùi (AND). Keùo daøi AN vaø DP caét nhau taïi I. Chöùng minh SI // AB // CD. Töù giaùc SABI laø hình gì?

3. Cho töù dieän ABCD. Goïi M, N, P, Q, R, S laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB, CD, BC, AD, AC, BD.


a) Chöùng minh MNPQ laø hình bình haønh.


b) Töø ñoù suy ra ba ñoaïn MN, PQ, RS caét nhau taïi trung ñieåm cuûa moãi ñoaïn.

4. Cho tam giaùc ABC naèm trong maët phaúng (P). Goïi Bx, Cy laø hai nöûa ñöôøng thaúng song song vaø naèm veà cuøng moät phía ñoái vôùi (P). M, N laø hai ñieåm di ñoäng laàn löôït treân Bx, Cy sao cho CN = 2BM.


a) Chöùng minh ñöôøng thaúng MN luoân ñi qua 1 ñieåm coá ñònh I khi M, N di ñoäng.


b) E thuoäc ñoaïn AM vaø EM = 
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EA. IE caét AN taïi F. Goïi Q laø giao ñieåm cuûa BE vaø CF. CMR AQ song song vôùi Bx, Cy vaø (QMN) chöùa 1 ñöôøng thaúng coá ñònh khi M, N di ñoäng.

5. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh. Goïi M, N, P, Q laø caùc ñieåm laàn löôït naèm treân BC, SC, SD, AD sao cho MN // BS, NP // CD, MQ // CD.


a) Chöùng minh: PQ // SA.


b) Goïi K laø giao ñieåm cuûa MN vaø PQ. Chöùng minh: SK // AD // BC.


c) Qua Q döïng caùc ñöôøng thaúng Qx // SC vaø Qy // SB. Tìm giao ñieåm cuûa Qx vôùi (SAB) 
vaø cuûa Qy vôùi (SCD).
VAÁN ÑEÀ 2: Tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng 
Phöông phaùp: 



( Tìm moät ñieåm chung cuûa hai maët phaúng. 



( AÙp duïng ñònh lí veà giao tuyeán ñeå tìm phöông cuûa giao tuyeán.


Giao tuyeán seõ laø ñöôøng thaúng qua ñieåm chung vaø song song vôùi ñöôøng thaúng aáy.
1. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình thang vôùi ñaùy lôùn AB. Goïi I, J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AD, BC vaø G laø troïng taâm cuûa (SAB.


a) Tìm giao tuyeán cuûa (SAB) vaø (IJG).


b) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp vôùi maët phaúng (IJG). Thieát dieän laø hình gì? Tìm ñieàu kieän ñoái vôùi AB vaø CD ñeå thieát dieän laø hình bình haønh.

2. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh. Goïi I, J laàn löôït laø troïng taâm cuûa caùc tam giaùc SAB, SAD. M laø trung ñieåm cuûa CD. Xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp vôùi maët phaúng (IJM).

3. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình thang vôùi caùc ñaùy AD = a, BC = b. Goïi I, J laàn löôït laø troïng taâm caùc tam giaùc SAD, SBC.


a) Tìm ñoaïn giao tuyeán cuûa (ADJ) vôùi maët (SBC) vaø ñoaïn giao tuyeán cuûa (BCI) vôùi maët (SAD).


b) Tìm ñoä daøi ñoaïn giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (ADJ) vaø (BCI) giôùi haïn bôûi hai maët phaúng (SAB) vaø (SCD).


HD:
b) 
[image: image839.wmf]2
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(a+b).

4. Cho töù dieän ñeàu ABCD, caïnh a. Goïi I, J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AC, BC. Goïi K laø moät ñieåm treân caïnh BD vôùi KB = 2KD.


a) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa töù dieän vôùi maët phaúng (IJK). Chöùng minh thieát dieän laø hình thang caân.


b) Tính dieän tích thieát dieän ñoù.


HD:
b) 
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5. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình vuoâng caïnh a, taâm O. Maët beân SAB laø tam giaùc ñeàu. Ngoaøi ra 
[image: image841.wmf]·

SAD

= 900. Goïi Dx laø ñöôøng thaúng qua D vaø song song vôùi SC.


a) Tìm giao ñieåm I cuûa Dx vôùi mp(SAB). Chöùng minh: AI // SB.


b) Tìm thieát dieän cuûa hình choùp SABCD vôùi mp(AIC). Tính dieän tích thieát dieän.


HD:
b) Tam giaùc AMC vôùi M laø trung ñieåm cuûa SD. Dieän tích 
[image: image842.wmf]2
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III. ÑÖÔØNG THAÚNG vaø MAËT PHAÚNG SONG SONG
1. Ñònh nghóa


d // (P) ( d ( (P) = (
2. Tính chaát

( Neáu ñöôøng thaúng d khoâng naèm treân maët phaúng (P) vaø d song song vôùi ñöôøng thaúng d( naèm trong (P) thì d song song vôùi (P).


( Neáu ñöôøng thaúng d song song vôùi maët phaúng (P) thì moïi maët phaúng (Q) chöùa d maø caét (P) thì caét theo giao tuyeán song song vôùi d.


( Neáu hai maët phaúng caét nhau cuøng song song vôùi moät ñöôøng thaúng thì giao tuyeán cuûa chuùng cuõng song song vôùi ñöôøng thaúng ñoù.


( Neáu hai ñöôøng thaúng a vaø b cheùo nhau thì coù duy nhaát moät maët phaúng chöùa a vaø song song vôùi b.
VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh ñöôøng thaúng song song vôùi maët phaúng  
Phöông phaùp: Ta chöùng minh d khoâng naèm trong (P) vaø song song vôùi moät ñöôøng thaúng d( naøo ñoù naèm trong (P).

1. Cho hai hình bình haønh ABCD vaø ABEF khoâng cuøng naèm trong moät maët phaúng.


a) Goïi O, O( laàn löôït laø taâm cuûa ABCD vaø ABEF. Chöùng minh OO( song song vôùi caùc maët phaúng (ADF) vaø (BCE).


b) M, N laø 2 ñieåm laàn löôït treân hai caïnh AE, BD sao cho AM = 
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AE, BN = 
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BD. Chöùng minh MN // (CDFE).

2. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy ABCD laø hình bình haønh. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh AB, CD.


a) Chöùng minh MN song song vôùi caùc maët phaúng (SBC), (SAD).


b) Goïi P laø trung ñieåm cuûa SA. Chöùng minh SB, SC ñeàu song song vôùi (MNP).


c) Goïi G1, G2 laø troïng taâm cuûa caùc tam giaùc ABC, SBC. Chöùng minh G1G2 // (SBC).

3. Cho töù dieän ABCD. G laø troïng taâm cuûa (ABD. M laø 1 ñieåm treân caïnh BC sao cho MB = 2MC. Chöùng minh MG // (ACD).


HD: Chöùng minh MG song song vôùi giao tuyeán cuûa (BMG) vaø (ACD).
4. Cho töù dieän ABCD. Goïi O, O( laàn löôït laø taâm ñöôøng troøn noäi tieáp caùc tam giaùc ABC, ABD. Chöùng minh raèng:


a) Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå OO( // (BCD) laø 
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b) Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå OO( song song vôùi 2 maët phaúng (BCD), (ACD) 


laø BC = BD vaø AC = AD.


HD: Söû ñuïng tính chaát ñöôøng phaân giaùc trong tam giaùc.
5. Cho töù dieän ABCD. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh AB, CD vaø G laø trung ñieåm cuûa ñoaïn MN.

a) Tìm giao ñieåm A( cuûa ñöôøng thaúng AG vôùi mp(BCD).

b) Qua M keû ñöôøng thaúng Mx song song vôùi AA( vaø Mx caét (BCD) taïi M(. Chöùng minh B, M(, A( thaúng haøng vaø BM( = M(A( = A(N.

c) Chöùng minh GA = 3GA(.


VAÁN ÑEÀ 2: Tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng  
Phöông phaùp: Tìm phöông cuûa giao tuyeán. Töø ñoù xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp taïo bôûi maët phaúng song song vôùi moät hoaëc hai ñöôøng thaúng cho tröôùc.

1. Cho hình choùp S.ABCD. M, N laø hai ñieåm treân AB, CD. Maët phaúng (P) qua MN vaø song song vôùi SA.


a) Tìm caùc giao tuyeán cuûa (P) vôùi (SAB) vaø (SAC).


b) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp vôùi maët phaúng (P).


c) Tìm ñieàu kieän cuûa MN ñeå thieát dieän laø hình thang.


HD:
c) MN // BC
2. Trong maët phaúng (P), cho tam giaùc ABC vuoâng taïi A, 
[image: image846.wmf]µ
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= 600, AB = a. Goïi O laø trung ñieåm cuûa BC. Laáy ñieåm S ôû ngoaøi (P) sao cho SB = a vaø SB ( OA. Goïi M laø 1 ñieåm treân caïnh AB. Maët phaúng (Q) qua M vaø song song vôùi SB vaø OA, caét BC, SC, SA laàn löôït taïi N, P, Q. Ñaët x = BM (0 < x < a).


a) Chöùng minh MNPQ laø hình thang vuoâng.


b) Tính dieän tích hình thang ñoù. Tìm x ñeå dieän tích lôùn nhaát.


HD:
b) SMNPQ = 
[image: image847.wmf](43)
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xax

-

. SMNPQ ñaït lôùn nhaát khi x = 
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3. Cho hình choùp S.ABCD. M, N laø hai ñieåm baát kì treân SB, CD. Maët phaúng (P) qua MN vaø song song vôùi SC.


a) Tìm caùc giao tuyeán cuûa (P) vôùi caùc maët phaúng (SBC), (SCD), (SAC).


b) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp vôùi maët phaúng (P).

4. Cho töù dieän ABCD coù AB = a, CD = b. Goïi I, J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD.  Maët phaúng (P) ñi qua moät ñieåm M treân ñoaïn IJ vaø song song vôùi AB vaø CD.


a) Tìm giao tuyeán cuûa (P) vôùi (ICD).


b) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa töù dieän ABCD vôùi (P).

5. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh. Goïi C( laø trung ñieåm cuûa SC, M laø 1 ñieåm di ñoäng treân caïnh SA. Maët phaúng (P) di ñoäng luoân ñi qua C(M vaø song song vôùi BC.


a) Chöùng minh (P) luoân chöùa moät ñöôøng thaúng coá ñònh.


b) Xaùc ñònh thieát dieän maø (P) caét hình choùp SABCD. Xaùc ñònh vò trí ñieåm M ñeå thieát dieän laø hình bình haønh.


c) Tìm taäp hôïp giao ñieåm cuûa 2 caïnh ñoái cuûa thieát dieän khi M di ñoäng treân caïnh SA.


HD:
a) Ñöôøng thaúng qua C( vaø song song vôùi BC.



b) Hình thang. Hình bình haønh khi M laø trung ñieåm cuûa SA.



c) Hai nöûa ñöôøng thaúng.
IV. HAI MAËT PHAÚNG SONG SONG
1. Ñònh nghóa


(P) // (Q) ( (P) ( (Q) = (
2. Tính chaát

( Neáu maët phaúng (P) chöùa hai ñöôøng thaúng a, b caét nhau vaø cuøng song song vôùi maët phaúng (Q) thì (P) song song vôùi (Q).


( Neáu ñöôøng thaúng d song song vôùi mp(P) thì coù duy nhaát moät mp(Q) chöùa d vaø song song vôùi (P).


( Hai maët phaúng phaân bieät cuøng song song vôùi maët phaúng thöù ba thì song song vôùi nhau.


( Cho moät ñieåm A ( (P). khi ñoù moïi ñöôøng thaúng ñi qua A vaø song song vôùi (P) ñeàu naèm trong moät mp(Q) ñi qua A vaø song song vôùi (P).


( Neáu moät maët phaúng caét moät trong hai maët phaúng song song thì cuõng caét maët phaúng kia vaø caùc giao tuyeán cuûa chuùng song song vôùi nhau.


( Hai maët phaúng song song chaén treân hai caùt tuyeán song song nhöõng ñoaïn thaúng baèng nhau.


( Ñònh lí Thales: Ba maët phaúng ñoâi moät song song chaén treân hai caùt tuyeán baát kì nhöõng ñoaïn thaúng töông öùng tæ leä.

( Ñònh lí Thales ñaûo: Giaû söû treân hai ñöôøng thaúng d vaø d( laàn löôït laáy caùc ñieåm A, B, C vaø A(, B(, C( sao cho:
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Khi ñoù, ba ñöôøng thaúng AA(, BB(, CC( laàn löôït naèm treân ba maët phaúng song song, töùc laø chuùng cuøng song vôùi moät maët phaúng.

VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh hai maët phaúng song song  
Phöông phaùp: Chöùng minh maët phaúng naøy chöùa hai ñöôøng thaúng caét nhau laàn löôït song song vôùi hai ñöôøng thaúng trong maët phaúng kia.

1. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh taâm O. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa SA, SD.


a) Chöùng minh (OMN) // (SBC).


b) Goïi P, Q laø trung ñieåm cuûa AB, ON. Chöùng minh PQ // (SBC).

2. Cho töù dieän ABCD. Goïi I, J laø hai ñieåm di ñoäng laàn löôït treân caùc caïnh AD, BC sao cho luoân coù: 
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a) CMR: IJ luoân song song vôùi 1 maët phaúng coá ñònh.


b) Tìm taäp hôïp ñieåm M chia ñoaïn IJ theo tæ soá k cho tröôùc.


HD:
a) IJ song song vôùi mp qua AB vaø song song CD.



b) Taäp hôïp ñieåm M laø ñoaïn EF vôùi E, F laø caùc ñieåm chia AB, CD theo tæ soá k.

3. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh taâm O. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa SA vaø CD.


a) CMR: (OMN) // (SBC).


b) Goïi I laø trung ñieåm cuûa SD, J laø moät ñieåm treân (ABCD) vaø caùch ñeàu AB, CD. Chöùng minh IJ song song (SAB).


c) Giaû söû hai tam giaùc SAD, ABC ñeàu caân taïi A. Goïi AE, AF laø caùc ñöôøng phaân giaùc trong cuûa caùc tam giaùc ACD vaø SAB. Chöùng minh EF // (SAD).


HD:
c) Chuù yù:
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4. Cho hai hình vuoâng ABCD vaø ABEF ôû trong hai maët phaúng khaùc nhau. Treân caùc ñöôøng cheùo AC vaø BF laàn löôït laáy caùc ñieåm M, N sao cho: AM = BN. Caùc ñöôøng thaúng song song vôùi AB veõ töø M, N laàn löôït caét AD, AF taïi M(, N(.


a) Chöùng minh: (CBE) // (ADF).


b) Chöùng minh: (DEF) // (MNN(M().


c) Goïi I laø trung ñieåm cuûa MN, tìm taäp hôïp ñieåm I khi M, N di ñoäng.


HD:
c) Trung tuyeán tam giaùc ODE veõ töø O.
5. Cho hai nöûa ñöôøng thaúng cheùo nhau Ax, By. M vaø N laø hai ñieåm di ñoäng laàn löôït treân Ax, By sao cho AM = BN. Veõ 
[image: image852.wmf]NPBA
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.


a) Chöùng minh MP coù phöông khoâng ñoåi vaø MN luoân song song vôùi 1 maët phaúng coá ñònh.


b) Goïi I laø trung ñieåm cuûa MN. CMR I naèm treân 1 ñöôøng thaúng coá ñònh khi M, N di ñoäng.

6. Cho töù dieän ABCD coù AB = AC = AD. CMR caùc ñöôøng phaân giaùc ngoaøi cuûa caùc goùc 
[image: image853.wmf]·
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 ñoàng phaúng.


HD:
Cuøng naèm trong maët phaúng qua A vaø song song vôùi (BCD).

VAÁN ÑEÀ 2: Tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng   
Phöông phaùp:


( Tìm phöông cuûa giao tuyeán baèng caùch söû duïng ñònh lí: Neáu 2 maët phaúng song song bò caét bôûi 1 maët phaúng thöù ba thì 2 giao tuyeán song song.


( Söû duïng ñònh lí treân ñeå xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp bò caét bôûi 1 maët phaúng song song vôùi 1 maët phaúng cho tröôùc.
1. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh taâm O vôùi AC = a, BD = b. Tam giaùc SBD ñeàu. Moät maët phaúng (P) di ñoäng luoân song song vôùi mp(SBD) vaø ñi qua ñieåm I treân ñoaïn AC.


a) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp vôùi (P).


b) Tính dieän tích thieát dieän theo a, b vaø x = AI.


HD:
a) Xeùt 2 tröôøng hôïp: I ( OA, I ( OC . Thieát dieän laø tam giaùc ñeàu.



b) 
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2. Cho hai maët phaúng song song (P) vaø (Q). Tam giaùc ABC naèm trong (P) vaø ñoaïn thaúng MN naèm trong (Q).


a) Tìm giao tuyeán cuûa (MAB) vaø (Q); cuûa (NAC) vaø (Q).


b) Tìm giao tuyeán cuûa (MAB) vaø (NAC).

3. Töø boán ñænh cuûa hình bình haønh ABCD veõ boán nöûa ñöôøng thaúng song song cuøng chieàu Ax, By, Cz, Dt khoâng naèm trong (ABCD). Moät maët phaúng (P) caét boán nöûa ñöôøng thaúng taïi A(, B(, C(, D(.


a) Chöùng minh (Ax,By) // (Cz,Dt).


b) Chöùng minh A(B(C(D( laø hình bình haønh.


c) Chöùng minh: AA( + CC( = BB( + DD(.

4. Cho töù dieän ABCD. Goïi G1, G2, G3 laàn löôït laø troïng taâm caùc tam giaùc ABC, ACD, ADB.


a) Chöùng minh (G1G2G3) // (BCD).


b) Tìm thieát dieän cuûa töù dieän ABCD vôùi mp(G1G2G3). Tính dieän tích thieát dieän khi bieát dieän tích tam giaùc BCD laø S.


c) M laø ñieåm di ñoäng beân trong töù dieän sao cho G1M luoân song song vôùi mp(ACD). Tìm taäp hôïp nhöõng ñieåm M.


HD:
b) 
[image: image855.wmf]4
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5. Cho laêng truï ABC.A(B(C(. Goïi H laø trung ñieåm cuûa A(B(.


a) Chöùng minh CB( // (AHC().


b) Tìm giao ñieåm cuûa AC( vôùi (BCH).


c) Maët phaúng (P) qua trung ñieåm cuûa CC( vaø song song vôùi AH vaø CB(. Xaùc ñònh thieát dieän vaø tæ soá maø caùc ñænh cuûa thieát dieän chia caïnh töông öùng cuûa laêng truï.


HD:
c) M, N, P, Q, R theo thöù töï chia caùc ñoaïn CC(, B(C(, A(B(, AB, AC theo caùc tæ soá 1, 1, 3, 
[image: image856.wmf]1

3
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6. Cho hình hoäp ABCD.A(B(C(D(.


a) Chöùng minh hai maët phaúng (BDA() vaø (B(D(C) song song.


b) Chöùng minh ñöôøng cheùo AC( ñi qua caùc troïng taâm G1, G2 cuûa 2 tam giaùc BDA(, B(D(C. Chöùng minh G1, G2 chia ñoaïn AC( laøm ba phaàn baèng nhau.


c) Xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình hoäp caét bôûi mp(A(B(G2). Thieát dieän laø hình gì?


HD:
c) Hình bình haønh.
7. Cho hình laäp phöông ABCD.A(B(C(D( caïnh a. Treân AB, CC(, C(D(, AA( laàn löôït laáy caùc ñieåm M, N, P, Q sao cho AM = C(N = C(P = AQ = x (0 ( x ( a).


a) Chöùng minh boán ñieåm M, N, P, Q ñoàng phaúng vaø MP, NQ caét nhau taïi 1 ñieåm coá ñònh.


b) Chöùng minh mp(MNPQ) luoân chöùa 1 ñöôøng thaúng coá ñònh. 


Tìm x ñeå (MNPQ) // (A(BC().


c) Döïng thieát dieän cuûa hình laäp phöông caét bôûi (MNPQ). Thieát dieän coù ñaëc ñieåm gì? Tính giaù trò lôùn nhaát vaø nhoû nhaát cuûa chu vi thieát dieän.


HD:
a) MP vaø NQ caét nhau taïi taâm O cuûa hình laäp phöông.



b) (MNPQ) ñi qua trung ñieåm R, S cuûa BC vaø A(D(.  x = 
[image: image857.wmf]2

a

.



c) Thieát dieän laø luïc giaùc MRNPSQ coù taâm ñoái xöùng laø O. 



Chu vi nhoû nhaát: 3a
[image: image858.wmf]2

;
chu vi lôùn nhaát: 2a(
[image: image859.wmf]2

+ 1).

8. Cho laêng truï ABC.A(B(C(.


a) Tìm giao tuyeán cuûa (AB(C() vaø (BA(C().


b) Goïi M, N laàn löôït laø 2 ñieåm baát kì treân AA( vaø BC. Tìm giao ñieåm cuûa B(C( vôùi maët phaúng (AA(N) vaø giao ñieåm cuûa MN vôùi mp(AB(C().

9. Cho laêng truï ABC.A(B(C(. Chöùng minh raèng caùc maët phaúng (ABC(), (BCA() vaø (CAB() coù moät ñieåm chung O ôû treân ñoaïn GG( noái troïng taâm (ABC vaø troïng taâm (A(B(C(. Tính 
[image: image860.wmf]OG
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HD:

[image: image861.wmf]1
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BAØI TAÄP OÂN   
1. Cho töù dieän ABCD coù AB = 2a, tam giaùc BCD vuoâng taïi C coù BD = 2a, BC = a. Goïi E laø trung ñieåm cuûa BD. Cho bieát 
[image: image862.wmf]·
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a) Tính 2AC2 – AD2 theo a.


b) (P) laø 1 maët phaúng song song vôùi AB vaø CE, caét caùc caïnh BC, BD, AE, AC theo thöù töï taïi M, N, P, Q. Tính dieän tích töù giaùc MNPQ theo a vaø x = BM (0 < x < a). Xaùc ñònh x ñeå dieän tích aáy lôùn nhaát.


c) Tìm x ñeå toång bình phöông caùc ñöôøng cheùo cuûa MNPQ laø nhoû nhaát.


d) Goïi O laø giao ñieåm cuûa MP vaø NQ. Tìm (P) ñeå OA2 + OB2 + OC2 + OD2  nhoû nhaát.


HD:
a) Goïi F laø trung ñieåm cuûa AD. 



Xeùt 
[image: image863.wmf]·
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( 2AC2 – AD2 = 6a2 hoaëc –2a2.



b) S = x(a – x)
[image: image864.wmf]3
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c) x = 
[image: image865.wmf]2
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d) OA2 + OB2 + OC2 + OD2 = 4OG2 + GA2 + GB2 + GC2 + GD2.



O di ñoäng treân ñoaïn IJ noái trung ñieåm cuûa AB vaø CE. Toång nhoû nhaát khi O laø hình chieáu cuûa G leân IJ ( G laø troïng taâm töù dieän ABCD).

2. Cho töù dieän ñeàu ABCD caïnh a. Goïi I, J laø troïng taâm caùc tam giaùc ABC vaø DBC. Maët phaúng (P) qua IJ caét caùc caïnh AB, AC, DC, DB taïi M, N, P, Q.


a) Chöùng minh MN, PQ, BC ñoàng qui hoaëc song song vaø MNPQ thöôøng laø hình thang caân.


b) Ñaët AM = x, AN = y. CMR: a(x + y) = 3xy. Suy ra: 
[image: image866.wmf]43
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c) Tính dieän tích töù giaùc MNPQ theo a vaø s = x + y.


HD:
b) S(AMN = SAMI + SANI

c) 
[image: image867.wmf]2
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3. Cho hình choùp S.ABCD. Töù giaùc ñaùy coù AB vaø CD caét nhau taïi E, AD vaø BC caét nhau taïi F, AC vaø BD caét nhau taïi G. Maët phaúng (P) caét SA, SB, SC laàn löôït taïi A(, B(, C(.


a) Tìm giao ñieåm D( cuûa SD vôùi (P).


b) Tìm ñieàu kieän cuûa (P) ñeå A(B( // C(D(.


c) Vôùi ñieàu kieän naøo cuûa (P) thì A(B(C(D( laø hình bình haønh? CMR khi ñoù:





[image: image868.wmf]SASCSBSD
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d) Tính dieän tích töù giaùc A(B(C(D(.


HD:
b) (P) // SE.




c) (P) // (SEF). Goïi G( = A(C((B(D(. Chöùng minh: 
[image: image869.wmf]2
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d) SA(B(C(D( = 
[image: image870.wmf]2
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4. Cho maët phaúng (P) vaø hai ñöôøng thaúng cheùo nhau d1, d2 caét (P) taïi A vaø B. Ñöôøng thaúng (() thay ñoåi luoân song song vôùi (P), caét d1 taïi M, d2 taïi N. Ñöôøng thaúng qua N vaø song song d1 caét (P) taïi N(.


a) Töù giaùc AMNN( laø hình gì? Tìm taäp hôïp ñieåm N(.


b) Xaùc ñònh vò trí cuûa (() ñeå MN coù ñoä daøi nhoû nhaát.


c) Goïi O laø trung ñieåm cuûa AB, I laø trung ñieåm cuûa MN. Chöùng minh OI laø ñöôøng thaúng coá ñònh khi M di ñoäng.


d) Tam giaùc BMN vuoâng caân ñænh B vaø BM = a. Tính dieän tích thieát dieän cuûa hình choùp B.AMNN( vôùi maët phaúng qua O vaø song song vôùi maët phaúng (BMN).


HD:
a) Hình bình haønh. Taäp hôïp caùc ñieåm N( laø d3, giao tuyeán cuûa (P) vôùi maët 
phaúng qua d2 vaø song song vôùi d1.



b) MN nhoû nhaát khi AN( vuoâng goùc d3 taïi N(.



d) 
[image: image871.wmf]2
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5. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh. M vaø P laø hai ñieåm laàn löôït di ñoäng treân AD vaø SC sao cho: 
[image: image872.wmf]MAPS
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 (x > 0).


a) CMR: MP luoân song song vôùi moät maët phaúng coá ñònh (P).


b) Tìm giao ñieåm I cuûa (SBD) vôùi MP.


c) Maët phaúng qua M vaø song song vôùi (P) caét hình choùp SABCD theo moät thieát dieän vaø caét BD taïi J. Chöùng minh IJ coù phöông khoâng ñoåi. Tìm x ñeå PJ song song vôùi (SAD).


d) Tìm x ñeå dieän tích thieát dieän baèng k laàn dieän tích (SAB (k > 0 cho tröôùc).


HD:
a) Maët phaúng (SAB).
c) Phöông cuûa SB; x = 1.



d) x = 
[image: image873.wmf]11
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6. Cho hình choùp S.ABCD, coù ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh a, taâm O. SA = SB = SC = SD = a. Goïi M laø moät ñieåm treân ñoaïn AO. (P) laø maët phaúng qua M vaø song song vôùi AD vaø SO. Ñaët 
[image: image874.wmf]AM
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 (0 < k < 1).


a) Chöùng minh thieát dieän cuûa hình choùp vôùi (P) laø hình thang caân.


b) Tính caùc caïnh cuûa thieát dieän theo a vaø k.


c) Tìm k ñeå thieát dieän treân ngoaïi tieáp ñöôïc 1 ñöôøng troøn. Khi ñoù haõy tính dieän tích thieát dieän theo a.


HD:
b) a; (1 – k)a; 
[image: image875.wmf]3
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c) k=
[image: image876.wmf]2
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7. Cho laêng truï ABC.A(B(C(. Goïi M, N, P laø 3 ñieåm laàn löôït naèm treân 3 ñoaïn AB(, AC(, B(C sao cho 
[image: image877.wmf]AMCNCP
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a) Tìm x ñeå (MNP) // (A(BC(). Khi ñoù haõy tính dieän tích cuûa thieát dieän caét bôûi mp(MNP), bieát tam giaùc A(BC( laø tam giaùc ñeàu caïnh a.


b) Tìm taäp hôïp trung ñieåm cuûa NP khi x thay ñoåi.


HD:
a) x = 
[image: image878.wmf]2
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b) Ñoaïn thaúng noái trung ñieåm cuûa CC( vaø AB.
8. Cho laêng truï ABCD.A(B(C(D(, coù ñaùy laø hình thang vôùi AD = CD = BC = a, AB = 2a Maët phaúng (P) qua A caét caùc caïnh BB(, CC(, DD( laàn löôït taïi M, N, P.


a) Töù giaùc AMNP laø hình gì? So saùnh AM vaø NP.


b) Tìm taäp hôïp giao ñieåm cuûa AN vaø MP khi (P) di ñoäng.


c) CMR: BM + 2DP = 2CN.


HD:
a) Hình thang. AM = 2NP.

b) Ñoaïn thaúng song song vôùi caïnh beân.



c) DP = 
[image: image879.wmf]5
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