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1. Khaùi nieäm nguyeân haøm

( Cho haøm soá f xaùc ñònh treân K. Haøm soá F ñgl nguyeân haøm cuûa f treân K neáu:
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( Neáu F(x) laø moät nguyeân haøm cuûa f(x) treân K thì hoï nguyeân haøm cuûa f(x) treân K laø:
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( Moïi haøm soá f(x) lieân tuïc treân K ñeàu coù nguyeân haøm treân K.

2. Tính chaát
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3. Nguyeân haøm cuûa moät soá haøm soá thöôøng gaëp
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4. Phöông phaùp tính nguyeân haøm

a) Phöông phaùp ñoåi bieán soá
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b) Phöông phaùp tính nguyeân haøm töøng phaàn


Neáu u, v laø hai haøm soá coù ñaïo haøm lieân tuïc treân K thì:
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VAÁN ÑEÀ 1: Tính nguyeân haøm baèng caùch söû duïng baûng nguyeân haøm

Bieán ñoåi bieåu thöùc haøm soá ñeå söû duïng ñöôïc baûng caùc nguyeân haøm cô baûn.


Chuù yù: Ñeå söû duïng phöông phaùp naøy caàn phaûi:



– Naém vöõng baûng caùc nguyeân haøm.



– Naém vöõng pheùp tính vi phaân.

Baøi 1. Tìm nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá sau:
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Baøi 2. Tìm nguyeân haøm F(x) cuûa haøm soá f(x) thoaû ñieàu kieän cho tröôùc:
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Baøi 3. Cho haøm soá g(x). Tìm nguyeân haøm F(x) cuûa haøm soá f(x) thoaû ñieàu kieän cho tröôùc:
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Baøi 4. Chöùng minh F(x) laø moät nguyeân haøm cuûa haøm soá f(x):
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Baøi 5. Tìm ñieàu kieän ñeå F(x) laø moät nguyeân haøm cuûa haøm soá f(x):
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VAÁN ÑEÀ 2: Tính nguyeân haøm [image: image53.wmf]()
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( Daïng 1: Neáu f(x) coù daïng: 
f(x) = [image: image54.wmf][
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( Daïng 2: Thöôøng gaëp ôû caùc tröôøng hôïp sau:
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Baøi 1. Tính caùc nguyeân haøm sau (ñoåi bieán soá daïng 1):
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Baøi 2. Tính caùc nguyeân haøm sau (ñoåi bieán soá daïng 2):
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VAÁN ÑEÀ 3: Tính nguyeân haøm baèng phöông phaùp tính nguyeân haøm töøng phaàn

Vôùi P(x) laø ña thöùc cuûa x, ta thöôøng gaëp caùc daïng sau:
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Baøi 1. Tính caùc nguyeân haøm sau:
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Baøi 2. Tính caùc nguyeân haøm sau:
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Baøi 3. Tính caùc nguyeân haøm sau:
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VAÁN ÑEÀ 4: Tính nguyeân haøm baèng phöông phaùp duøng nguyeân haøm phuï
Ñeå xaùc ñònh nguyeân haøm cuûa haøm soá f(x), ta caàn tìm moät haøm g(x) sao cho nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá f(x) ( g(x) deã xaùc ñònh hôn so vôùi f(x). Töø ñoù suy ra nguyeân haøm cuûa f(x).


Böôùc 1: Tìm haøm g(x).


Böôùc 2: Xaùc ñònh nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá f(x) ( g(x), töùc laø:
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Böôùc 3: Töø heä (*), ta suy ra [image: image126.wmf][
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Baøi 1. Tính caùc nguyeân haøm sau:
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VAÁN ÑEÀ 5: Tính nguyeân haøm cuûa moät soá haøm soá thöôøng gaëp

1.  f(x) laø haøm höõu tæ: [image: image139.wmf]()
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– Neáu baäc cuûa P(x) (  baäc cuûa Q(x) thì ta thöïc hieän pheùp chia ña thöùc.



– Neáu baäc cuûa P(x) < baäc cuûa Q(x) vaø Q(x) coù daïng tích nhieàu nhaân töû thì ta phaân tích f(x) thaønh toång cuûa nhieàu phaân thöùc (baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh).
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2.  f(x) laø haøm voâ tæ 
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( f(x) laø haøm löôïng giaùc



Ta söû duïng caùc pheùp bieán ñoåi löôïng giaùc thích hôïp ñeå ñöa veà caùc nguyeân haøm cô baûn. Chaúng haïn:
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Baøi 1. Tính caùc nguyeân haøm sau:
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Baøi 2. Tính caùc nguyeân haøm sau:
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Baøi 3. Tính caùc nguyeân haøm sau:
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1. Khaùi nieäm tích phaân

( Cho haøm soá f lieân tuïc treân K vaø a, b ( K. Neáu F laø moät nguyeân haøm cuûa f treân K thì:



F(b) – F(a) ñgl tích phaân cuûa f töø a ñeán b vaø kí hieäu laø [image: image194.wmf]()
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( Ñoái vôùi bieán soá laáy tích phaân, ta coù theå choïn baát kì moät chöõ khaùc thay cho x, töùc laø:
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( YÙ nghóa hình hoïc: Neáu haøm soá y = f(x) lieân tuïc vaø khoâng aâm treân ñoaïn [a; b] thì dieän tích S cuûa hình thang cong giôùi haïn bôûi ñoà thò cuûa y = f(x), truïc Ox vaø hai ñöôøng thaúng x = a, x = b laø: 
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3. Phöông phaùp tính tích phaân

a) Phöông phaùp ñoåi bieán soá
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trong ñoù: u = u(x) coù ñaïo haøm lieân tuïc treân K, y = f(u) lieân tuïc vaø haøm hôïp f[u(x)] 
xaùc ñònh treân K, a, b ( K.

b) Phöông phaùp tích phaân töøng phaàn


Neáu u, v laø hai haøm soá coù ñaïo haøm lieân tuïc treân K, a, b ( K  thì:
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Chuù yù:
– Caàn xem laïi caùc phöông phaùp tìm nguyeân haøm.




– Trong phöông phaùp tích phaân töøng phaàn, ta caàn choïn sao cho [image: image207.wmf]b
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VAÁN ÑEÀ 1: Tính tích phaân baèng caùch söû duïng baûng nguyeân haøm

Bieán ñoåi bieåu thöùc haøm soá ñeå söû duïng ñöôïc baûng caùc nguyeân haøm cô baûn. Tìm nguyeân haøm F(x) cuûa f(x), roài söû duïng tröïc tieáp ñònh nghóa tích phaân:
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Chuù yù: Ñeå söû duïng phöông phaùp naøy caàn phaûi:



– Naém vöõng baûng caùc nguyeân haøm.



– Naém vöõng pheùp tính vi phaân.

Baøi 6. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 7. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 8. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 9. Tính caùc tích phaân sau:
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VAÁN ÑEÀ 2: Tính tích phaân baèng phöông phaùp ñoåi bieán soá

Daïng 1: Giaû söû ta caàn tính [image: image252.wmf]()
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Neáu vieát ñöôïc g(x) döôùi daïng: [image: image253.wmf][

]

()().'()

gxfuxux

=

   thì
[image: image254.wmf]()

()

()()

ub

b

aua

gxdxfudu

=

òò



Daïng 2: Giaû söû ta caàn tính [image: image255.wmf]()
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Daïng 2 thöôøng gaëp ôû caùc tröôøng hôïp sau:
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Baøi 3. Tính caùc tích phaân sau (ñoåi bieán soá daïng 1):
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Baøi 4. Tính caùc tích phaân sau (ñoåi bieán soá daïng 2):
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VAÁN ÑEÀ 3: Tính tích phaân baèng phöông phaùp tích phaân töøng phaàn

Vôùi P(x) laø ña thöùc cuûa x, ta thöôøng gaëp caùc daïng sau:
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Baøi 4. Tính caùc tích phaân sau:
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VAÁN ÑEÀ 4: Tính tích phaân caùc haøm soá coù chöùa giaù trò tuyeät ñoái
Ñeå tính tích phaân cuûa haøm soá f(x) coù chöùa daáu GTTÑ, ta caàn xeùt daáu f(x) roài söû duïng coâng thöùc phaân ñoaïn ñeå tính tích phaân treân töøng ñoaïn nhoû.
Baøi 2. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 3. Tính caùc tích phaân sau:
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VAÁN ÑEÀ 5: Tính tích phaân caùc haøm soá höõu tæ

Xem laïi caùch tìm nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá höõu tæ.

Baøi 1. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 2. Tính caùc tích phaân sau:
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VAÁN ÑEÀ 6: Tính tích phaân caùc haøm soá voâ tæ

Xem laïi caùch tìm nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá voâ tæ.

Baøi 1. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 2. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 3. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 4. Tính caùc tích phaân sau:
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VAÁN ÑEÀ 7: Tính tích phaân caùc haøm soá löôïng giaùc

Xem laïi caùch tìm nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá löôïng giaùc.

Baøi 1. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 2. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 3. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 4. Tính caùc tích phaân sau:
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VAÁN ÑEÀ 8: Tính tích phaân caùc haøm soá muõ vaø logarit

Söû duïng caùc pheùp toaùn veà luyõ thöøa vaø logarit. Xem laïi caùc phöông phaùp tìm nguyeân haøm.

Baøi 1. Tính caùc tích phaân sau:
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Baøi 2. Tính caùc tích phaân sau:
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VAÁN ÑEÀ 9: Moät soá tích phaân ñaëc bieät
Daïng 1. Tích phaân cuûa haøm soá chaün, haøm soá leû

( Neáu haøm soá f(x) lieân tuïc vaø laø haøm soá leû treân [-a; a] thì 
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( Neáu haøm soá f(x) lieân tuïc vaø laø haøm soá chaün  treân [-a; a] thì 
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Vì caùc tính chaát naøy khoâng coù trong phaàn lyù thuyeát cuûa SGK neân khi tính caùc tích phaân coù daïng naøy ta coù theå chöùng minh nhö sau:
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Böôùc 2: Tính tích phaân [image: image471.wmf]0
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– Neáu f(x) laø haøm soá leû thì J = –K
( I = J + K = 0



– Neáu f(x) laø haøm soá chaün thì J = K
  ( I = J + K = 2K

Daïng 2. Neáu f(x) lieân tuïc vaø laø haøm chaün treân R thì:
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Ñeå chöùng minh tính chaát naøy, ta cuõng laøm töông töï nhö treân.



[image: image473.wmf]0

0

()()()

111

xxx

fxfxfx

Idxdxdx

aaa

--

==+

+++

òòò

aa

aa


[image: image474.wmf]0

0

()()

;

11

xx

fxfx

JdxKdx

aa

-

æö

ç÷

==

ç÷

++

èø

òò

a

a



Ñeå tính J ta cuõng ñaët:
 t = –x.

Daïng 3. Neáu f(x) lieân tuïc treân [image: image475.wmf]0;
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Ñeå chöùng minh tính chaát naøy ta ñaët:
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Daïng 4. Neáu f(x) lieân tuïc vaø [image: image478.wmf]()()
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thì ñaët:
 t = a + b – x


Ñaëc bieät,
neáu a + b = (

thì ñaët

t = ( – x




neáu a + b = 2(
thì ñaët

t = 2( – x


Daïng 5. Tính tích phaân baèng caùch söû duïng nguyeân haøm phuï


Ñeå xaùc ñònh nguyeân haøm cuûa haøm soá f(x) ta caàn tìm moät haøm g(x) sao cho nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá f(x) ( g(x) deã xaùc ñònh hôn so vôùi f(x). Töø ñoù suy ra nguyeân haøm cuûa f(x). Ta thöïc hieän caùc böôùc nhö sau:


Böôùc 1: Tìm haøm g(x).


Böôùc 2: Xaùc ñònh nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá f(x) ( g(x), töùc laø:




[image: image480.wmf]1

2

()()()

(*)

()()()

FxGxAxC

FxGxBxC

ì

+=+

í

-=+

î



Böôùc 3: Töø heä (*), ta suy ra [image: image481.wmf][
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Baøi 1. Tính caùc tích phaân sau (daïng 1):
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Baøi 2. Tính caùc tích phaân sau (daïng 2):
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Baøi 3. Tính caùc tích phaân sau (daïng 3):
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Baøi 4. Tính caùc tích phaân sau (daïng 4):
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Baøi 5. Tính caùc tích phaân sau (daïng 5):
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VAÁN ÑEÀ 10: Thieát laäp coâng thöùc truy hoài
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Baøi 1. Laäp coâng thöùc truy hoài cho caùc tích phaân sau:
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[image: image560]
1. Dieän tích hình phaúng

( Dieän tích S cuûa hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng:



– Ñoà thò (C) cuûa haøm soá y = f(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a; b].



– Truïc hoaønh.



– Hai ñöôøng thaúng x = a, x = b.


laø:
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( Dieän tích S cuûa hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng:



– Ñoà thò cuûa caùc haøm soá y = f(x), y = g(x)  lieân tuïc treân ñoaïn [a; b].



– Hai ñöôøng thaúng x = a, x = b.


laø:
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Chuù yù:

( Neáu treân ñoaïn [a; b], haøm soá f(x) khoâng ñoåi daáu thì:
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( Trong caùc coâng thöùc tính dieän tích ôû treân, caàn khöû daáu giaù trò tuyeät ñoái cuûa haøm soá döôùi daáu tích phaân. Ta coù theå laøm nhö sau:



Böôùc 1: Giaûi phöông trình: f(x) = 0 hoaëc f(x) – g(x) = 0 treân ñoaïn [a; b]. Giaû söû tìm 

ñöôïc 2 nghieäm c, d (c < d).



Böôùc 2: Söû duïng coâng thöùc phaân ñoaïn:
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 (vì treân caùc ñoaïn [a; c], [c; d], [d; b] haøm soá f(x) khoâng ñoåi daáu)


( Dieän tích S cuûa hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng:



– Ñoà thò cuûa x = g(y), x = h(y)
(g vaø h laø hai haøm soá lieân tuïc treân ñoaïn [c; d])



– Hai ñöôøng thaúng x = c, x = d.
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2. Theå tích vaät theå

( Goïi B laø phaàn vaät theå giôùi haïn bôûi hai maët phaúng vuoâng goùc vôùi truïc Ox taïi caùc ñieåm caùc ñieåm a vaø b.


S(x) laø dieän tích thieát dieän cuûa vaät theå bò caét bôûi maët phaúng vuoâng goùc vôùi truïc Ox taïi ñieåm coù hoaønh ñoä x (a ( x ( b). Giaû söû S(x) lieân tuïc treân ñoaïn [a; b].


Theå tích cuûa B laø:
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( Theå tích cuûa khoái troøn xoay:


Theå tích cuûa khoái troøn xoay do hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng:




(C): y = f(x), truïc hoaønh, x = a, x = b (a < b)

sinh ra khi quay quanh truïc Ox:
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Chuù yù: Theå tích cuûa khoái troøn xoay sinh ra do hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau quay xung quanh truïc Oy:




(C): x = g(y), truïc tung, y = c, y = d
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VAÁN ÑEÀ 1: Tính dieän tích hình phaúng
Baøi 10. Tính dieän tích hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau:
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Baøi 11. Tính dieän tích hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau:
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Baøi 12. Tính dieän tích hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau:
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Baøi 13. Tính dieän tích hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau:
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Baøi 14. Tính dieän tích hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau:
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Baøi 15. Tính dieän tích hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau:
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Baøi 16. Tính dieän tích hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau:
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 vaø tieáp tuyeán côùi (C) taïi ñieåm coù hoaønh ñoä x = –2.
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VAÁN ÑEÀ 2: Tính theå tích vaät theå
Baøi 1. Tính theå tích vaät theå troøn xoay sinh ra bôûi hình (H) giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau quay quanh truïc Ox:
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Baøi 2. Tính theå tích vaät theå troøn xoay sinh ra bôûi hình (H) giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau quay quanh truïc Oy:
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VAÁN ÑEÀ 1: Thöïc hieän caùc pheùp toaùn coäng – tröø – nhaân – chia

      AÙp duïng caùc quy taéc coäng, tröø, nhaân, chia hai soá phöùc, caên baäc hai cuûa soá phöùc.


Chuù yù caùc tính chaát giao hoaùn, keát hôïp ñoái vôùi caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân.
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Baøi 20. Phaân tích thaønh nhaân töû, vôùi a, b, c ( R:
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Baøi 21. Tìm caên baäc hai cuûa soá phöùc:
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VAÁN ÑEÀ 2: Giaûi phöông trình treân taäp soá phöùc


Giaû söû z = x + yi. Giaûi caùc phöông trình aån z laø tìm x, y thoaû maõn phöông trình.

Baøi 1. Giaûi caùc phöông trình sau (aån z):
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Baøi 2. Giaûi caùc phöông trình sau (aån x):
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Baøi 3. Tìm hai soá bieát toång vaø tích cuûa chuùng laàn löôït laø:
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Baøi 4. Tìm phöông trình baäc hai vôùi heä soá thöïc nhaän ( laøm nghieäm:
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Baøi 5. Tìm tham soá m ñeå moãi phöông trình sau ñaây coù hai nghieäm z1, z2 thoaû maõn ñieàu kieän ñaõ chæ ra:
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Baøi 7. Giaûi caùc heä phöông trình sau:
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Baøi 8. Giaûi caùc heä phöông trình sau:


a) [image: image909.wmf]212

3

xyi

xyi

ì

+=-

í

+=-

î



b) [image: image910.wmf]22

5

88

xyi

xyi

ì

+=-

í

+=-

î



c) [image: image911.wmf]4

74

xy

xyi

ì

+=

í

=+

î



d) [image: image912.wmf]22

1111

22

12

i

xy

xyi

ì

+=-

ï

í

ï

+=-

î



e) [image: image913.wmf]22

6

112

5

xy

xy

ì

+=-

ï

í

+=

ï

î



f) [image: image914.wmf]32

11171

2626

xyi

i

xy

ì

+=+

ï

í

+=+

ï

î



g) [image: image915.wmf]22

5

12

xyi

xyi

ì

+=-

í

+=+

î



h) [image: image916.wmf]33

1

23

xy

xyi

ì

+=

í

+=--

î


VAÁN ÑEÀ 3: Taäp hôïp ñieåm


Giaû söû soá phöùc z = x + yi ñöôïc bieåu dieån ñieåm M(x; y). Tìm taäp hôïp caùc ñieåm M laø tìm heä thöùc giöõa x vaø y.

Baøi 1. Xaùc ñònh taäp hôïp caùc ñieåm M trong maët phaúng phöùc bieåu dieãn caùc soá z thoûa maõn moãi ñieàu kieän sau:
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Baøi 2. Xaùc ñònh taäp hôïp caùc ñieåm M trong maët phaúng phöùc bieåu dieãn caùc soá z thoûa maõn moãi ñieàu kieän sau:
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VAÁN ÑEÀ 4: Daïng löôïng giaùc cuûa soá phöùc


Söû duïng caùc pheùp toaùn soá phöùc ôû daïng löôïng giaùc.

Baøi 1. Tìm moät acgumen cuûa moãi soá phöùc sau:
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Baøi 2. Thöïc hieän caùc pheùp tính sau:
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Baøi 3. Vieát döôùi daïng löôïng giaùc caùc soá phöùc sau:
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Baøi 4. Vieát döôùi daïng ñaïi soá caùc soá phöùc sau:
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Baøi 5. Tính:
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Baøi 6. Chöùng minh:
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Baøi 1. Thöïc hieän caùc pheùp tính sau:
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Baøi 3. Ruùt goïn caùc bieåu thöùc sau:
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Baøi 4. Tìm caùc soá thöïc x, y sao cho:
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Baøi 5. Tìm caùc caên baäc hai cuûa caùc soá phöùc sau:
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Baøi 6. Tìm caùc caên baäc ba cuûa caùc soá phöùc sau:
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Baøi 7. Tìm caùc caên baäc boán cuûa caùc soá phöùc sau:
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Baøi 8. Giaûi caùc phöông trình sau:
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Baøi 10. Giaûi caùc phöông trình sau treân taäp soá phöùc:
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Baøi 11. Giaûi caùc phöông trình sau treân taäp soá phöùc:
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Baøi 12. Giaûi caùc phöông trình sau treân taäp soá phöùc:
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Baøi 13. Giaûi caùc phöông trình sau bieát chuùng coù moät nghieäm thuaàn aûo:
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Baøi 20. Tìm taäp hôïp caùc ñieåm trong maët phaúng phöùc bieåu dieãn caùc soá phöùc thoaû maõn heä thöùc sau:
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Baøi 23. Tìm moâñun vaø moät acgumen cuûa caùc soá phöùc sau:
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Baøi 24. Tìm moâñun vaø moät acgumen cuûa caùc soá phöùc sau:
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Baøi 25. Chöùng minh caùc bieåu thöùc sau coù giaù trò thöïc:
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Baøi 26. Trong caùc soá phöùc z thoaû maõn ñieàu kieän [image: image1120.wmf]3

23

2

zi

-+=

. Tìm soá phöùc z coù moâñun nhoû nhaát.
Baøi 27. Xeùt caùc ñieåm A, B, C trong maët phaúng phöùc theo thöù töï bieåu dieãn caùc soá phöùc sau: 
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a)
Chöùng minh ABC laø tam giaùc vuoâng caân.



b) Tìm soá phöùc bieåu dieãn bôûi ñieåm D sao cho töù giaùc ABCD laø hình vuoâng.
Baøi 28. Giaûi caùc phöông trình sau, bieát chuùng coù moät nghieäm thuaàn aûo: 
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Baøi 31. Giaûi caùc phöông trình sau: 
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Baøi 32. Giaûi caùc phöông trình sau: 
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Baøi 34. Cho caùc soá phöùc [image: image1141.wmf]123

,,

zzz

. Chöùng minh:




a) [image: image1142.wmf]2222222

122331123123

zzzzzzzzzzzz

+++++=+++++



b) [image: image1143.wmf](

)

(

)

2222

121212

111

zzzzzz

++-=++



c) [image: image1144.wmf](

)

(

)

2222

121212

111

zzzzzz

---=--



d) Neáu [image: image1145.wmf]11

zzc

==

 thì [image: image1146.wmf]22

2

1212

4

zzzzc

++-=

.


[image: image1147]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image1148]
1. Ñònh nghóa vaø caùc pheùp toaùn 

( Ñònh nghóa, tính chaát, caùc pheùp toaùn veà vectô trong khoâng gian ñöôïc xaây döïng hoaøn toaøn töông töï nhö trong maët phaúng.


( Löu yù:


+ Qui taéc ba ñieåm: Cho ba ñieåm A, B, C baát kyø, ta coù: [image: image1149.wmf]ABBCAC

+=

uuuruuuruuur



+ Qui taéc hình bình haønh: Cho hình bình haønh ABCD, ta coù: [image: image1150.wmf]ABADAC

+=

uuuruuuruuur



+ Qui taéc hình hoäp: Cho hình hoäp ABCD.A(B(C(D(, ta coù: [image: image1151.wmf]ABADAAAC

''

++=

uuuruuuruuuruuuur



+ Heâï thöùc trung ñieåm ñoaïn thaúng: Cho I laø trung ñieåm cuûa ñoaïn thaúng AB, O tuyø yù. 




Ta coù:

[image: image1152.wmf]0

IAIB

+=

uuruur

r

;


[image: image1153.wmf]2

OAOBOI

+=

uuuruuuruur



+ Heä thöùc troïng taâm tam giaùc: Cho G laø troïng taâm cuûa tam giaùc ABC, O tuyø yù. 




Ta coù:

[image: image1154.wmf]03

GAGBGCOAOBOCOG

;

++=++=

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuur

r



+ Heä thöùc troïng taâm töù dieän: Cho G laø troïng taâm cuûa töù dieän ABCD, O tuyø yù. 




Ta coù:

[image: image1155.wmf]04

GAGBGCGDOAOBOCODOG

;

+++=+++=

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuur

r



+ Ñieàu kieän hai vectô cuøng phöông: [image: image1156.wmf]0

avaøbcuøngphöôngakRbka

()!:

¹Û$Î=

r

rr

rrr



+ Ñieåm M chia ñoaïn thaúng AB theo tæ soá k (k ( 1), O tuyø yù. 




Ta coù:

[image: image1157.wmf]1

OAkOB

MAkMBOM

k

;

-

==

-

uuuruuur

uuuruuuruuur


2. Söï ñoàng phaúng cuûa ba vectô

( Ba vectô ñöôïc goïi laø ñoàng phaúng neáu caùc giaù cuûa chuùng cuøng song song vôùi moät maët phaúng.


( Ñieàu kieän ñeå ba vectô ñoàng phaúng: Cho ba vectô [image: image1158.wmf]abc

,,

r

rr

, trong ñoù [image: image1159.wmf]avaøb

r

r

 khoâng cuøng phöông. Khi ñoù: [image: image1160.wmf]abc

,,

r

rr

ñoàng phaúng ( (! m, n ( R: [image: image1161.wmf]cmanb

=+

r

rr



( Cho ba vectô [image: image1162.wmf]abc

,,

r

rr

 khoâng ñoàng phaúng, [image: image1163.wmf]x

r

 tuyø yù. 



Khi ñoù: 
(! m, n, p ( R: [image: image1164.wmf]xmanbpc

=++

r

rrr


3. Tích voâ höôùng cuûa hai vectô


( Goùc giöõa hai vectô trong khoâng gian: 




[image: image1165.wmf]·

·

00

0180

ABuACvuvBACBAC

,(,)()

==Þ=££

uuuruuur

rrrr



( Tích voâ höôùng cuûa hai vectô trong khoâng gian: 



+ Cho [image: image1166.wmf]0

uv

,

¹

r

rr

. Khi ñoù: 
[image: image1167.wmf]uvuvuv

...cos(,)

=

rrrrrr




+ Vôùi [image: image1168.wmf]00

uhoaëcv

==

rr

rr

. Qui öôùc: [image: image1169.wmf]0

uv

.

=

rr








+ [image: image1170.wmf]0

uvuv

.

^Û=

rrrr




+ [image: image1171.wmf]2

uu

=

rr







[image: image1172]
1.
Heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc trong khoâng gian:


Cho ba truïc Ox, Oy, Oz vuoâng goùc vôùi nhau töøng ñoâi moät vaø chung moät ñieåm goác O. Goïi [image: image1173.wmf]ijk

,,

rrr

 laø caùc vectô ñôn vò, töông öùng treân caùc truïc Ox, Oy, Oz. Heä ba truïc nhö vaäy goïi laø heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz hoaëc ñôn giaûn laø heä toïa ñoä Oxyz. 


Chuù yù:  
[image: image1174.wmf]222

1

ijk

===

rrr

 vaø   [image: image1175.wmf]0

ijikkj

...

===

rrrrrr

.
[image: image2432.wmf]sin,

22

xatt

=-££

pp

2.
Toïa ñoä cuûa vectô:


a) Ñònh nghóa:
[image: image1176.wmf](

)

uxyzuxiyjzk

;;

=Û=++

rrrrr



b) Tính chaát: Cho [image: image1177.wmf]123123

aaaabbbbkR

(;;),(;;),

==Î

rr




( [image: image1178.wmf]112233

abababab

(;;)

±=±±±

r

r




( [image: image1179.wmf]123

kakakaka

(;;)

=

r




( [image: image1180.wmf]11

22

33

ab

abab

ab

ì

=

ï

=Û=

í

ï

=

î

rr




( [image: image1181.wmf]0000100010001

ijk

(;;),(;;),(;;),(;;)

====

r

r

rr




( [image: image1182.wmf]a

r

 cuøng phöông [image: image1183.wmf]0

bb

()

¹

r

r

r


( [image: image1184.wmf]akbkR

()

=Î

rr








[image: image1185.wmf]11

3

12

22123

123

33

0

akb

a

aa

akbbbb

bbb

akb

,(,,)

ì

=

ï

Û=Û==¹

í

ï

=

î




( [image: image1186.wmf]112233

abababab

....

=++

r

r



( [image: image1187.wmf]112233

0

abababab

^Û++=

rr




( [image: image1188.wmf]2222

123

aaaa

=++

r




( [image: image1189.wmf]222

122

aaaa

=++

r




( [image: image1190.wmf]112233

222222

123123

ababab

ab

ab

ab

aaabbb

.

cos(,)

.

.

++

==

++++

r

r

r

r

r

r

  (vôùi [image: image1191.wmf]0

ab

,

¹

r

r

r

)
3.
Toïa ñoä cuûa ñieåm:


a) Ñònh nghóa:
[image: image1192.wmf]MxyzOMxyz

(;;)(;;)

Û=

uuur


(x : hoaønh ñoä,  y : tung ñoä, z : cao ñoä)

Chuù yù:
( M ( (Oxy) ( z = 0; M ( (Oyz) ( x = 0; M ( (Oxz) ( y = 0




( M ( Ox ( y = z = 0; M ( Oy ( x = z = 0; M ( Oz ( x = y = 0

b) Tính chaát: Cho [image: image1193.wmf]AAABBB

AxyzBxyz

(;;),(;;)




( [image: image1194.wmf]BABABA

ABxxyyzz

(;;)

=---

uuur


( [image: image1195.wmf]222

BABABA

ABxxyyzz

()()()

=-+-+-




( Toaï ñoä ñieåm M chia ñoaïn AB theo tæ soá k (k≠1): [image: image1196.wmf]111

ABABAB

xkxykyzkz

M

kkk

;;

æö

---

ç÷

---

èø




( Toaï ñoä trung ñieåm M cuûa ñoaïn thaúng AB: [image: image1197.wmf]222
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( Toaï ñoä troïng taâm G cuûa tam giaùc ABC:  
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( Toaï ñoä troïng taâm G cuûa töù dieän ABCD:
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4.
Tích coù höôùng cuûa hai vectô: (Chöông trình naâng cao)

a) Ñònh nghóa: Cho [image: image1200.wmf]123
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Chuù yù: Tích coù höôùng cuûa hai vectô laø moät vectô, tích voâ höôùng cuûa hai vectô laø moät soá.


b) Tính chaát: 
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c) ÖÙng duïng cuûa tích coù höôùng:
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( Dieän tích hình bình haønh ABCD:
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( Dieän tích tam giaùc ABC:
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( Theå tích khoái hoäp ABCD.A(B(C(D(:
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( Theå tích töù dieän ABCD:
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Chuù yù:
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            



– Tích voâ höôùng cuûa hai vectô thöôøng söû duïng ñeå chöùng minh hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc, tính goùc giöõa hai ñöôøng thaúng.



– Tích coù höôùng cuûa hai vectô thöôøng söû duïng ñeå tính dieän tích tam giaùc; tính theå tích khoái töù dieän, theå tích hình hoäp; chöùng minh caùc vectô ñoàng phaúng – khoâng ñoàng phaúng, chöùng minh caùc vectô cuøng phöông.
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5.
Phöông trình maët caàu:

( Phöông trình maët caàu (S) taâm I(a; b; c), baùn kính R:
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VAÁN ÑEÀ 1: Caùc pheùp toaùn veà toaï ñoä cuûa vectô vaø cuûa ñieåm

– Söû duïng caùc coâng thöùc veà toaï ñoä cuûa vectô vaø cuûa ñieåm trong khoâng gian.


– Söû duïng caùc pheùp toaùn veà vectô trong khoâng gian.

Baøi 22. Vieát toïa ñoä cuûa caùc vectô sau ñaây:  
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Baøi 23. Vieát döôùi daïng [image: image1228.wmf]xiyjzk
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Baøi 24. Cho: [image: image1233.wmf](

)

(

)

(

)

253021172

abc

;;;;;;

,,

--

===

r

rr
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Baøi 25. Tìm toïa ñoä cuûa vectô[image: image1241.wmf]x
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Baøi 28. Tính goùc giöõa hai vectô [image: image1261.wmf]a
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Baøi 29. Tìm vectô [image: image1269.wmf]u

r

, bieát raèng:

a) [image: image1270.wmf]213132324

51120

abc

auubuc

(;;),(;;),(;;)

.,.,.

ì

=-=-=-

í

=-=-=

î

r

rr

r

rrrrr


b) [image: image1271.wmf]231123211

6

abc

uaubuc

(;;),(;;),(;;)

,,.

ì

=-=-=-

í

^^=-

î

r

rr

r

rrrrr


c) [image: image1272.wmf]231121243

342

abc

aubucu

(;;),(;;),(;;)

.,.,.

ì

==--=-

í

===

î

r

rr

r

rrrrr


d) [image: image1273.wmf]532143324

1694

abc

aubucu

(;;),(;;),(;;)

.,.,.

ì

=-=-=-

í

===-

î

r

rr

r

rrrrr


e) [image: image1274.wmf]723435111

57

abc

aubucu

(;;),(;;),(;;)

.,.,

ì

==-=-

í

=-=-^

î

r

rr

r

rrrrr


Baøi 30. Cho hai vectô [image: image1275.wmf]ab
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Baøi 31. Cho hai vectô [image: image1279.wmf]ab
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Baøi 32. Cho ba vectô [image: image1284.wmf]abc
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Baøi 33. Xeùt söï ñoàng phaúng cuûa ba vectô [image: image1289.wmf]abc

,,

r

rr

 trong moãi tröôøng hôïp sau ñaây:
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Baøi 35. Cho caùc vectô [image: image1303.wmf]abcu
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Baøi 36. Chöùng toû boán vectô [image: image1313.wmf]abcd
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Baøi 37. Cho ba vectô [image: image1316.wmf]abc
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VAÁN ÑEÀ 2: Xaùc ñònh ñieåm trong khoâng gian. Chöùng minh tính chaát hình hoïc.

Dieän tích – Theå tích.

– Söû duïng caùc coâng thöùc veà toaï ñoä cuûa vectô vaø cuûa ñieåm trong khoâng gian.


– Söû duïng caùc pheùp toaùn veà vectô trong khoâng gian.


– Coâng thöùc xaùc ñònh toaï ñoä cuûa caùc ñieåm ñaëc bieät. 


– Tính chaát hình hoïc cuûa caùc ñieåm ñaëc bieät:


( A, B, C thaúng haøng ( [image: image1323.wmf]ABAC
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( ABCD laø hình bình haønh ( [image: image1326.wmf]ABDC
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( Cho (ABC coù caùc chaân E, F cuûa caùc ñöôøng phaân giaùc trong vaø ngoaøi cuûa goùc A cuûa (ABC treân BC. Ta coù:
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( A, B, C, D khoâng ñoàng phaúng ( [image: image1329.wmf]ABACAD
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Baøi 1.   Cho ñieåm M. Tìm toïa ñoä hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñieåm M:

( Treân caùc maët phaúng toïa ñoä: Oxy, Oxz, Oyz
( Treân caùc truïc toïa ñoä: Ox, Oy, Oz
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Baøi 2.   Cho ñieåm M. Tìm toïa ñoä cuûa ñieåm M( ñoái xöùng vôùi ñieåm M:

( Qua goác toaï ñoä
( Qua mp(Oxy)
( Qua truïc Oy
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Baøi 3. Xeùt tính thaúng haøng cuûa caùc boä ba ñieåm sau:  
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Baøi 4. Cho ba ñieåm A, B, C.


( Chöùng toû ba ñieåm A, B, C taïo thaønh moät tam giaùc.


( Tìm toaï ñoä troïng taâm G cuûa (ABC.  


( Xaùc ñònh ñieåm D sao cho ABCD laø hình bình haønh.


( Xaùc ñònh toaï ñoä caùc chaân E, F cuûa caùc ñöôøng phaân giaùc trong vaø ngoaøi cuûa goùc A cuûa 
(ABC treân BC. Tính ñoä daøi caùc ñoaïn phaân giaùc ñoù.


( Tính soá ño caùc goùc trong (ABC.


( Tính dieän tích (ABC. Töø ñoù suy ra ñoä daøi ñöôøng cao AH cuûa (ABC.


a) [image: image1351.wmf]1230371250
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c) [image: image1353.wmf]347532123
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d) [image: image1354.wmf]423211387
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e) [image: image1355.wmf]312121113
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f) [image: image1356.wmf]414074312
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g) [image: image1357.wmf](
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h) [image: image1358.wmf]126251184
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Baøi 5. Treân truïc Oy (Ox), tìm ñieåm caùch ñeàu hai ñieåm:

a) [image: image1359.wmf]310
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b) [image: image1361.wmf]1211107

AB

(;;),(;;)

-


c) [image: image1362.wmf]414074
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d) [image: image1363.wmf]312121
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e) [image: image1364.wmf]347532
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f) [image: image1365.wmf]423211
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Baøi 6. Treân maët phaúng Oxy (Oxz, Oyz), tìm ñieåm caùch ñeàu ba ñieåm:

a) [image: image1366.wmf]111110311
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b) [image: image1367.wmf]324007533
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c) [image: image1368.wmf]312121113
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d) [image: image1369.wmf]013211123171019
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e) [image: image1370.wmf]102211132
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f) [image: image1371.wmf]126251184
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Baøi 7. Cho hai ñieåm A, B. Ñöôøng thaúng AB caét maët phaúng Oyz (Oxz, Oxy) taïi ñieåm M. 


( Ñieåm M chia ñoaïn thaúng AB theo tæ soá naøo ?
( Tìm toïa ñoä ñieåm M. 
a) [image: image1372.wmf](
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b) [image: image1373.wmf]432211
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c) [image: image1374.wmf]109122034
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d) [image: image1375.wmf]312121
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e) [image: image1376.wmf]347532
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f) [image: image1377.wmf]423211
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Baøi 8. Cho boán ñieåm A, B, C, D.  


( Chöùng minh A, B, C, D laø boán ñænh cuûa moät töù dieän.


( Tìm toïa ñoä troïng taâm G cuûa töù dieän ABCD.


( Tính goùc taïo bôûi caùc caïnh ñoái dieän cuûa töù dieän ABCD.


( Tính theå tích cuûa khoái töù dieän ABCD.


( Tính dieän tích tam giaùc BCD, töø ñoù suy ra ñoä daøi ñöôøng cao cuûa töù dieän veõ töø A.

a) [image: image1378.wmf]253100302312
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c) [image: image1380.wmf](
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e) [image: image1382.wmf]231412637548
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g) [image: image1384.wmf]241101142121
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h) [image: image1385.wmf]324252122423
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i) [image: image1386.wmf]348121526743
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k) [image: image1387.wmf]326244991001
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Baøi 9. Cho hình hoäp  ABCD.A'B'C'D'. 

( Tìm toaï ñoä caùc ñænh coøn laïi.


( Tính theå tích khoái hoäp.

a) [image: image1388.wmf](
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Baøi 10. Cho boán ñieåm S(3; 1; –2), A(5; 3; 1), B(2; 3; –4), C(1; 2; 0). 

a) Chöùng minh SA ( (SBC), SB ( (SAC), SC ( (SAB).



b) Chöùng minh S.ABC laø moät hình choùp ñeàu.


c) Xaùc ñònh toaï ñoä chaân ñöôøng cao H cuûa hình choùp. Suy ra ñoä daøi ñöôøng cao SH.

Baøi 11. 
Cho boán ñieåm S(1; 2; 3), A(2; 2; 3), B(1; 3; 3), C(1; 2; 4). 

a) Chöùng minh SA ( (SBC), SB ( (SAC), SC ( (SAB).


b) Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa BC, CA, AB. Chöùng minh SMNP laø töù dieän ñeàu.



c) Veõ SH ( (ABC). Goïi S( laø ñieåm ñoái xöùng cuûa H qua S. Chöùng minh S(ABC laø töù dieän ñeàu.

Baøi 12. Cho hình hoäp chöõ nhaät OABC.DEFG. Goïi I laø taâm cuûa hình hoäp.

a) Phaân tích caùc vectô [image: image1392.wmf]OIAG
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 theo caùc vectô [image: image1393.wmf]OAOCOD
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b) Phaân tích vectô [image: image1394.wmf]BI
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 theo caùc vectô [image: image1395.wmf]FEFGFI
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.

Baøi 13. Cho hình laäp phöông ABCD.EFGH. 

a) Phaân tích vectô [image: image1396.wmf]AE
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 theo caùc vectô [image: image1397.wmf]ACAFAH
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.

b) Phaân tích vectô [image: image1398.wmf]AG
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 theo caùc vectô [image: image1399.wmf]ACAFAH
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.

Baøi 14. Cho hình hoäp  ABCD.A'B'C'D'. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AD vaø BB(. Chöùng minh raèng MN ( A(C.
Baøi 15. Cho hình laäp phöông ABCD.A'B'C'D' vôùi caïnh baèng 1. Treân caùc caïnh BB(, CD, A(D( laàn löôït laáy caùc ñieåm M, N, P sao cho B(M = CN = D(P = x (0 < x < 1). Chöùng minh AC( vuoâng goùc vôùi maët phaúng (MNP).
VAÁN ÑEÀ 3: Phöông trình maët caàu


Ñeå vieát phöông trình maët caàu (S), ta caàn xaùc ñònh taâm I vaø baùn kính R cuûa maët caàu.

Daïng 1: (S) coù taâm I(a; b; c) vaø baùn kính R:





(S): [image: image1400.wmf]2222

xaybzcR
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Daïng 2: (S) coù taâm I(a; b; c) vaø ñi qua ñieåm A:



Khi ñoù baùn kính R = IA.

Daïng 3: (S) nhaän ñoaïn thaúng AB cho tröôùc laøm ñöôøng kính:



– Taâm I laø trung ñieåm cuûa ñoaïn thaúng AB: [image: image1401.wmf]222

ABABAB
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xxyyzz

xyz
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.



– Baùn kính R = IA = [image: image1402.wmf]2

AB

.

Daïng 4: (S) ñi qua boán ñieåm A, B, C, D (maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD):



– Giaû söû phöông trình maët caàu (S) coù daïng: [image: image1403.wmf]222
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xyzaxbyczd
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 (*).


– Thay laàn löôït toaï ñoä cuûa caùc ñieåm A, B, C, D vaøo (*), ta ñöôïc 4 phöông trình.



– Giaûi heä phöông trình ñoù, ta tìm ñöôïc a, b, c, d ( Phöông trình maët caàu (S).

Daïng 5: (S) ñi qua ba ñieåm A, B, C vaø coù taâm I naèm treân maët phaúng (P) cho tröôùc:



Giaûi töông töï nhö daïng 4.

Daïng 6: (S) coù taâm I vaø tieáp xuùc vôùi maët caàu (T) cho tröôùc:



– Xaùc ñònh taâm J vaø baùn kính R(  cuûa maët caàu (T).



– Söû duïng ñieàu kieän tieáp xuùc cuûa hai maët caàu ñeå tính baùn kính R cuûa maët caàu (S).




(Xeùt hai tröôøng hôïp tieáp xuùc trong vaø tieáp xuùc ngoaøi)


Chuù yù: Vôùi phöông trình maët caàu (S): 




[image: image1404.wmf]222
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vôùi [image: image1405.wmf]222
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thì (S) coù taâm I(–a; –b; –c) vaø baùn kính R = [image: image1406.wmf]222

abcd

++-

.
Baøi 1. Tìm taâm vaø baùn kính cuûa caùc maët caàu sau: 

a) [image: image1407.wmf]222
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b) [image: image1408.wmf]222
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d) [image: image1410.wmf]222
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e) [image: image1411.wmf]222
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f) [image: image1412.wmf]222
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g) [image: image1413.wmf]222
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h) [image: image1414.wmf]222
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i) [image: image1415.wmf]222
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k) [image: image1416.wmf]222
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Baøi 2. Xaùc ñònh m, t, (, … ñeå phöông trình sau xaùc ñònh moät maët caàu, tìm taâm vaø baùn kính cuûa caùc maët caàu ñoù: 

a) [image: image1417.wmf]2222
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e) [image: image1421.wmf]222
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Baøi 3. Vieát phöông trình maët caàu coù taâm I vaø baùn kính R: 

a) [image: image1423.wmf]1353
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b) [image: image1424.wmf]5372
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c) [image: image1425.wmf]1325
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d) [image: image1426.wmf]2433
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Baøi 4. Vieát phöông trình maët caàu coù taâm I vaø ñi qua ñieåm A: 

a) [image: image1427.wmf]241523

IA

(;;),(;;)

-



b) [image: image1428.wmf]032000
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c) [image: image1429.wmf]321213
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d) [image: image1430.wmf]442000
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e) [image: image1431.wmf]412124
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Baøi 5. Vieát phöông trình maët caàu coù ñöôøng kính AB, vôùi: 

a) [image: image1432.wmf]241523
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b) [image: image1433.wmf]032241
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c) [image: image1434.wmf]321213
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d) [image: image1435.wmf]433215
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e) [image: image1436.wmf]235413
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f) [image: image1437.wmf]625407
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Baøi 6. Vieát phöông trình maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD, vôùi: 

a) [image: image1438.wmf](
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b) [image: image1439.wmf](
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c) [image: image1440.wmf]231412637548
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d) [image: image1441.wmf]572311944150
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e) [image: image1442.wmf]623016201410
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f) [image: image1443.wmf]010231222112
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Baøi 7. Vieát phöông trình maët caàu ñi qua ba ñieåm A, B, C vaø coù taâm naèm trong maët phaúng (P) cho tröôùc, vôùi: 

a) [image: image1444.wmf]120113201
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b) [image: image1445.wmf]201132320
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Baøi 8. Vieát phöông trình maët caàu (S) coù taâm I vaø tieáp xuùc vôùi maët caàu (T), vôùi: 

a) [image: image1446.wmf]222
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b) [image: image1447.wmf]222
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VAÁN ÑEÀ 4: Vò trí töông ñoái giöõa hai maët caàu maët caàu



Cho hai maët caàu S1(I1, R1) vaø S2(I2, R2).


( [image: image1448.wmf]1212
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( [image: image1451.wmf]1212
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( [image: image1452.wmf]121212
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 (  (S1), (S2) caét  nhau theo moät ñöôøng troøn.

Baøi 1. Xeùt vò trí töông ñoái cuûa hai maët caàu: 

a) [image: image1453.wmf]222
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b) [image: image1454.wmf]222
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f) [image: image1458.wmf]222
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Baøi 2. Bieän luaän theo m vò trí töông ñoái cuûa hai maët caàu: 

a) [image: image1459.wmf]222
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b) [image: image1460.wmf]222
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c) [image: image1461.wmf]222
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d) [image: image1462.wmf]222
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VAÁN ÑEÀ 5: Taäp hôïp ñieåm laø maët caàu – Taäp hôïp taâm maët caàu

1. 
Taäp hôïp ñieåm laø maët caàu



Giaû söû tìm taäp hôïp ñieåm M thoaû tính chaát (P) naøo ñoù.


– Tìm heä thöùc giöõa caùc toaï ñoä x, y, z cuûa ñieåm M. Chaúng haïn coù daïng:






[image: image1463.wmf]2222
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hoaëc:
 [image: image1464.wmf]222
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– Tìm giôùi haïn quó tích (neáu coù).

2.
Tìm taäp hôïp taâm maët caàu

– Tìm toaï ñoä cuûa taâm I, chaúng haïn: [image: image1465.wmf]xft
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  (*)


– Khöû t trong (*) ta coù phöông trình taäp hôïp ñieåm.


– Tìm giôùi haïn quó tích (neáu coù).

Baøi 1. Cho hai ñieåm A(1; 2; 1), B(3; 1; –2). Tìm taäp hôïp caùc ñieåm M(x; y; z) sao cho: 

a) [image: image1466.wmf]22
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b) [image: image1467.wmf]2
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c) [image: image1468.wmf]222
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Baøi 2. Cho hai ñieåm A(2; –3; –1), B(–4; 5; –3). Tìm taäp hôïp caùc ñieåm M(x; y; z) sao cho: 

a) [image: image1469.wmf]22
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b) [image: image1470.wmf]3
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c) [image: image1471.wmf]·
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d) MA = MB


e) [image: image1472.wmf]222
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Baøi 3. Tìm taäp hôïp caùc taâm I cuûa maët caàu sau khi m thay ñoåi: 

a) [image: image1473.wmf]222
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Phöông trình toång quaùt cuûa maët phaúng
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Caùc tröôøng hôïp rieâng
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Khoaûng caùch töø ñieåm M0(x0; y0; z0) ñeán maët phaúng ((): Ax + By + Cz + D = 0
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VAÁN ÑEÀ 1: Vieát phöông trình maët phaúng 

Ñeå laäp phöông trình maët phaúng (() ta caàn xaùc ñònh moät ñieåm thuoäc (() vaø moät VTPT cuûa noù.
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Daïng 4: (() ñi qua 3 ñieåm khoâng thaúng haøng A, B, C: 
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Baøi 42. Vieát phöông trình maët phaúng (() ñi qua ñieåm M vaø laàn löôït song song vôùi caùc maët phaúng toaï ñoä, vôùi:  
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Baøi 43. Vieát phöông trình maët phaúng (() ñi qua ba ñieåm A, B, C khoâng thaúng haøng cho tröôùc, vôùi:  
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Baøi 44. Vieát phöông trình maët phaúng (() ñi qua ñieåm A vaø vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm B, C cho tröôùc, vôùi:  
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Baøi 45. Vieát phöông trình maët phaúng (() ñi qua hai ñieåm A, B vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (()  cho tröôùc, vôùi:  
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Baøi 46. Vieát phöông trình maët phaúng (() ñi qua ñieåm M vaø vuoâng goùc vôùi hai maët phaúng ((), (() cho tröôùc, vôùi:  
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Baøi 47. Vieát phöông trình maët phaúng (() ñi qua ñieåm M vaø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (P), (Q) cho tröôùc, vôùi:  
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Baøi 48. Vieát phöông trình maët phaúng (() qua giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (P), (Q), ñoàng thôøi song song vôùi maët phaúng (R) cho tröôùc, vôùi:  
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Baøi 49. Vieát phöông trình maët phaúng (() qua giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (P), (Q), ñoàng thôøi vuoâng goùc vôùi maët phaúng (R) cho tröôùc, vôùi:  
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Baøi 50. Vieát phöông trình maët phaúng (() qua giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (P), (Q), ñoàng thôøi caùch ñieåm M cho tröôùc moät khoaûng baèng k, vôùi:  
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VAÁN ÑEÀ 2: Vò trí töông ñoái cuûa hai maët phaúng 
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Baøi 3. Xaùc ñònh m ñeå caùc caëp maët phaúng sau vuoâng goùc vôùi nhau
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VAÁN ÑEÀ 3: Khoaûng caùch töø moät ñieåm ñeán moät maët phaúng.

Khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng song song. 

Hình chieáu cuûa moät ñieåm treân maët phaúng . Ñieåm ñoái xöùng cuûa moät ñieåm qua maët phaúng.

( Khoaûng caùch töø ñieåm M0(x0; y0; z0) ñeán maët phaúng ((): Ax + By + Cz + D = 0
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( Khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng song song baèng khoaûng caùch töø moät ñieåm baát kì treân maët phaúng naøy ñeán maët phaúng kia.



Chuù yù: Neáu hai maët phaúng khoâng song song thì khoaûng caùch giöõa chuùng baèng 0.


( Ñieåm H laø hình chieáu cuûa ñieåm M treân (P) ( [image: image1615.wmf]MHncuøngphöông
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( Ñieåm M( ñoái xöùng vôùi ñieåm M qua (P) ( [image: image1616.wmf]2
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Baøi 1. Cho maët phaúng (P) vaø ñieåm M.


( Tính khoaûng caùch töø M ñeán (P).

( Tìm toaï ñoä hình chieáu H cuûa M treân (P).


( Tìm toaï ñoä ñieåm M( ñoái xöùng vôùi M qua (P).
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Baøi 2. Tìm khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng:
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Baøi 3. Tìm taäp hôïp caùc ñieåm caùch maët phaúng moät khoaûng baèng k cho tröôùc:

a) [image: image1629.wmf]632703
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Baøi 4. Tìm taäp hôïp caùc ñieåm caùch ñeàu hai maët phaúng:
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Baøi 5. Tìm taäp hôïp caùc ñieåm coù tyû soá caùc khoaûng caùch ñeán hai maët phaúng baèng k cho tröôùc:

a) [image: image1639.wmf]22100
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b) [image: image1640.wmf]6210

6230

1

2

xyz

xyz

k

ì

-++=

ï

ï

-+-=

í

ï

=

ï

î



c) [image: image1641.wmf]63210
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Baøi 6. Tìm ñieåm M treân truïc Ox (Oy, Oz) caùch ñeàu ñieåm N vaø maët phaúng (P):
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Baøi 7. Tìm ñieåm M treân truïc Ox (Oy, Oz) caùch ñeàu hai maët phaúng:
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Baøi 8. Tìm phöông trình toång quaùt cuûa maët phaúng (P) ñi qua ñieåm A vaø song song vôùi maët phaúng (Q) cho tröôùc. Tính khoaûng caùch giöõa (P) vaø (Q):
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Baøi 9. Tìm phöông trình toång quaùt cuûa maët phaúng (P) song song vôùi maët phaúng (Q) vaø caùch ñieåm A moät khoaûng k cho tröôùc:

a) [image: image1656.wmf]22502144
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Baøi 10. Tìm phöông trình toång quaùt cuûa maët phaúng (P) caùch maët phaúng (Q) moät khoaûng k:

a) [image: image1658.wmf]323014
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VAÁN ÑEÀ 4: Goùc giöõa hai maët phaúng 

Cho hai maët phaúng ((), (() coù phöông trình:
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Chuù yù:
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Baøi 1. Tính goùc giöõa hai maët phaúng:

a) [image: image1666.wmf]10
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Baøi 2. Tìm m ñeå goùc giöõa hai maët phaúng sau baèng ( cho tröôùc:
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30

211160

30

mxymz

mxmymz

()()()

a

ì

-++=

ï

++-+--=

í

ï

=

î


Baøi 3. Cho töù dieän OABC coù caùc caïnh OA, OB, OC vuoâng goùc vôùi nhau töøng ñoâi moät. Goïi [image: image1676.wmf]g
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 laàn löôït laø caùc goùc hôïp bôûi caùc maët phaúng (OAB), (OBC), (OCA) vôùi maët phaúng (ABC). Baèng phöông phaùp toaï ñoä, chöùng minh raèng:

a) Tam giaùc ABC coù ba goùc nhoïn
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VAÁN ÑEÀ 5: Vò trí töông ñoái giöõa maët phaúng vaø maët caàu.

Phöông trình maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët caàu

Cho maët phaúng ((): [image: image1678.wmf]0
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( (() vaø (S) khoâng coù ñieåm chung 
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( (() tieáp xuùc vôùi (S)
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Ñeå tìm toaï ñoä tieáp ñieåm ta coù theå thöïc hieän nhö sau:



– Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d ñi qua taâm I cuûa (S) vaø vuoâng goùc vôùi (().



– Tìm toaï ñoä giao ñieåm H cuûa d vaø ((). 



H laø tieáp ñieåm cuûa (S) vôùi (().


( (() caét (S) theo moät ñöôøng troøn 
( [image: image1682.wmf]dIR

(,())

a

<




Ñeå xaùc ñònh taâm H vaø baùn kính r cuûa ñöôøng troøn giao tuyeán ta coù theå thöïc hieän nhö sau:



– Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d ñi qua taâm I cuûa (S) vaø vuoâng goùc vôùi (().



– Tìm toaï ñoä giao ñieåm H cuûa d vaø ((). 



H laø taâm cuûa ñöôøng troøn giao tuyeán cuûa (S) vôùi (().



Baùn kính r cuûa ñöôøng troøn giao tuyeán: [image: image1683.wmf]22
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Baøi 1. Xeùt vò trí töông ñoái giöõa maët phaúng (P) vaø maët caàu (S):
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Baøi 2. Bieän luaän theo m,  vò trí töông ñoái giöõa maët phaúng (P) vaø maët caàu (S):
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2240214480

PxyzSxyzmxmyzm

():;():()

---=++--+++=

 


b) 
[image: image1691.wmf]2222

424501231

PxyzSxyzm

():;():()()()()

-+-=-+++-=-


c) [image: image1692.wmf]2222

326702112

PxyzSxyzm

():;():()()()()

+-+=-+-++=+


d) [image: image1693.wmf]2222

23610042123540

PxyzSxyzmxmyzmm

():;():()

-+-=+++-+-+++-=


Baøi 3. Vieát phöông trình maët caàu (S) coù taâm I vaø tieáp xuùc vôùi maët phaúng (P) cho tröôùc:
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Baøi 4. Vieát phöông trình maët phaúng (P) tieáp xuùc vôùi maët caàu (S) cho tröôùc:
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h) Tieáp xuùc vôùi maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD taïi A vôùi A(6; –2; 3), B(0; 1; 6), C(2; 0; –1), D(4; 1; 0).


i) Tieáp xuùc vôùi maët caàu: [image: image1712.wmf]0
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 vaø song song vôùi 2 ñöôøng thaúng: [image: image1713.wmf]1
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Baøi taäp oân: Phöông trình maët phaúng 
Baøi 1. Cho töù dieän ABCD.


( Vieát phöông trình caùc maët cuûa töù dieän.



( Vieát phöông trình maët phaúng chöùa moät caïnh vaø song song vôùi caïnh ñoái dieän.


( Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua moät ñænh vaø song song vôùi maët ñoái dieän.


( Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua caïnh AB vaø vuoâng goùc vôùi (BCD).


( Vieát phöông trình maët phaúng trung tröïc cuûa caùc caïnh töù dieän.


( Tìm toaï ñoä caùc ñieåm A(, B(, C(, D( laàn löôït laø caùc ñieåm ñoái xöùng vôùi caùc ñieåm A, B, C, 
D qua caùc maët ñoái dieän.


( Tính khoaûng caùch töø moät ñænh cuûa töù dieän ñeán maët ñoái dieän. 


( Vieát phöông trình maët caàu (S) ngoaïi tieáp töù dieän ABCD. Xaùc ñònh taâm I vaø baùn kính R 
cuûa (S).


( Vieát phöông trình caùc tieáp dieän cuûa (S) taïi caùc ñænh A, B, C, D cuûa töù dieän.


( Vieát phöông trình caùc tieáp dieän cuûa (S) song song vôùi caùc maët cuûa töù dieän.
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Baøi 2. Cho hai maët phaúng (P), (Q) laàn löôït caét ba truïc toaï ñoä taïi caùc ñieåm: A(1; 0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; –3) vaø E(–2; 0; 0), F(0; 1; 0), G(0; 0; 1).


a) Tìm phöông trình toång quaùt cuûa (P) vaø (Q).


b) Tính ñoä daøi ñöôøng cao cuûa hình choùp O.ABC.


c) Tính goùc giöõa hai maët phaúng (P), (Q).

Baøi 3. Cho boán ñieåm: A(1; 1; 1), B(3; 3; 1), C(3; 1; 3) vaø D(1; 3; 3).


a) Chöùng minh ABCD laø moät töù dieän ñeàu.


b) Chöùng minh töù dieän ABCD coù caùc caëp caïnh ñoái ñoâi moät vuoâng goùc.


c) Tìm phöông trình toång quaùt cuûa caùc maët phaúng (ABC), (ABD), (ACD), (BCD).


d) Tính goùc giöõa caùc caëp maët phaúng: (ABC) vaø (ABD), (BCD) vaø (ACD).
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2.
Vò trí töông ñoái giöõa hai ñöôøng thaúng 

Cho hai ñöôøng thaúng d, d( coù phöông trình tham soá laàn löôït laø:




[image: image1727.wmf]01

02

03

xxta

dyyta

zzta

:

ì

=+

ï

=+

í

ï

=+

î


vaø
[image: image1728.wmf]01

02

03

xxta

dyyta

zzta

:

¢¢¢

ì

=+

ï

¢¢¢¢

=+

í

ï

¢¢¢

=+

î





( d // d( 
( [image: image1729.wmf]0101

0202

0303

aacuøngphöông

xtaxta

heäytaytaaånttvoânghieäm

ztazta

,

(,)

¢

ì

ï

¢¢¢

ì

+=+

ï

ï

í

¢¢¢¢

+=+

í

ï

ï

¢¢¢

+=+

ï

î

î

rr





( [image: image1730.wmf]0000

aacuøngphöông

Mxyzd

,

(;;)

¢

ì

í

¢

Ï

î

rr

  ( [image: image1731.wmf]00

aacuøngphöông

aMMkhoângcuøngphöông

,

,

¢

ì

í

¢

î

rr

uuuuuur

r

 ( [image: image1732.wmf][

]

00

0

0

aa

aMM

,

,

ì

¢

=

ï

í

éù

¢

¹

ï

ëû

î

r

rr

uuuuuur

r

r



( d ( d( 
( [image: image1733.wmf]0101

0202

0303

xtaxta

heäytaytaaånttcoùvoâsoánghieäm

ztazta

(,)

¢¢¢

ì

+=+

ï

¢¢¢¢

+=+

í

ï

¢¢¢

+=+

î





( [image: image1734.wmf]0000

aacuøngphöông

Mxyzd

,

(;;)

¢

ì

í

¢

Î

î

rr

 
(  [image: image1735.wmf]00

aaMMñoâimoätcuøngphöông

,,

¢¢

uuuuuur

rr









(  [image: image1736.wmf][

]

00

0

aaaMM

,,

éù

¢¢

==

ëû

uuuuuur

r

rrr



( d, d( caét nhau 
(   heä [image: image1737.wmf]0101

0202

0303

xtaxta

ytayta

ztazta

¢¢¢

ì

+=+

ï

¢¢¢

+=+

í

ï

¢¢¢

+=+

î

 (aån t, t() coù ñuùng moät nghieäm





(  [image: image1738.wmf]00

aakhoângcuøngphöông

aaMMñoàngphaúng

,

,,

¢

ì

í

¢¢

î

rr

uuuuuur

rr

 (  [image: image1739.wmf][

]

[

]

00

0

0

aa

aaMM

,

,.

ì

¢

¹

ï

í

¢¢

=

ï

î

r

rr

uuuuuur

rr



( d, d( cheùo nhau
(  [image: image1740.wmf]0101

0202

0303

aakhoângcuøngphöông

xtaxta

heäytaytaaånttvoânghieäm

ztazta

,

(,)

¢

ì

ï

¢¢¢

ì

+=+

ï

ï

í

¢¢¢¢

+=+

í

ï

ï

¢¢¢

+=+

ï

î

î

rr






( [image: image1741.wmf]00

aaMMkhoângñoàngphaúng

,,

¢¢

uuuuuur

rr

 ( [image: image1742.wmf][

]

00

0

aaMM

,.

¢¢

¹

uuuuuur

rr



( d ( d( 
( [image: image1743.wmf]aa

¢

^

rr

 
( [image: image1744.wmf]0

aa

.

¢

=

rr


3. 
Vò trí töông ñoái giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng 
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4. 
Vò trí töông ñoái giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët caàu
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5.
Khoaûng caùch töø moät ñieåm ñeán moät ñöôøng thaúng (chöông trình naâng cao)


Cho ñöôøng thaúng d ñi qua M0 vaø coù VTCP [image: image1750.wmf]a
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6.
Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau (chöông trình naâng cao)


Cho hai ñöôøng thaúng cheùo nhau d1 vaø d2.



d1 ñi qua ñieåm M1 vaø coù VTCP [image: image1752.wmf]1
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, d2 ñi qua ñieåm M2 vaø coù VTCP [image: image1753.wmf]2

a

r






[image: image1754.wmf]1212

12

12

aaMM

ddd

aa

,.

(,)

,

éù

ëû

=

éù

ëû

uuuuuur

rr

rr



Chuù yù: Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau d1, d2 baèng khoaûng caùch giöõa d1 vôùi maët phaúng (() chöùa d2 vaø song song vôùi d1.

7.
Khoaûng caùch giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng song song

Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng d vôùi maët phaúng (() song song vôùi noù baèng khoaûng caùch töø moät ñieåm M baát kì treân d ñeán maët phaúng (().

8.
Goùc giöõa hai ñöôøng thaúng 


Cho hai ñöôøng thaúng d1, d2 laàn löôït coù caùc VTCP [image: image1755.wmf]12
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9.
Goùc giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng 

Cho ñöôøng thaúng d coù VTCP [image: image1758.wmf]123
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Goùc giöõa ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng (() baèng goùc giöõa ñöôøng thaúng d vôùi hình chieáu d( cuûa noù treân (().
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VAÁN ÑEÀ 1: Laäp phöông trình ñöôøng thaúng 

Ñeå laäp phöông trình ñöôøng thaúng d  ta caàn xaùc ñònh moät ñieåm thuoäc d  vaø moät VTCP cuûa noù.
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Daïng 2: d ñi qua hai ñieåm A, B:


Moät VTCP cuûa d laø [image: image1764.wmf]AB
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 vaø song song vôùi ñöôøng thaúng ( cho tröôùc:


Vì d // ( neân VTCP cuûa ( cuõng laø VTCP cuûa d.
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Vì d ( (P) neân VTPT cuûa (P) cuõng laø VTCP cuûa d.

Daïng 5: d laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (P), (Q):


( Caùch 1: Tìm moät ñieåm vaø moät VTCP.



– Tìm toaï ñoä moät ñieåm A ( d: baèng caùch giaûi heä phöông trình [image: image1767.wmf]P
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– Tìm moät VTCP cuûa d: [image: image1768.wmf]PQ
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( Caùch 2: Tìm hai ñieåm A, B thuoäc d, roài vieát phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm ñoù.

Daïng 6: d ñi qua ñieåm [image: image1769.wmf]0000
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 vaø vuoâng goùc vôùi hai ñöôøng thaúng d1, d2:
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Daïng 7: d ñi qua ñieåm [image: image1771.wmf]0000
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( Caùch 1: Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa M0 treân ñöôøng thaúng (.
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Khi ñoù ñöôøng thaúng d laø ñöôøng thaúng ñi qua M0, H.


( Caùch 2: Goïi (P) laø maët phaúng ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi d; (Q) laø maët phaúng ñi qua A vaø chöùa d. Khi ñoù d =  (P) ( (Q)
Daïng 8: d ñi qua ñieåm [image: image1773.wmf]0000
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 vaø caét hai ñöôøng thaúng d1, d2:


( Caùch 1: Goïi M1 ( d1, M2 ( d2. Töø ñieàu kieän M, M1, M2 thaúng haøng ta tìm ñöôïc M1, M2. Töø ñoù suy ra phöông trình ñöôøng thaúng d.
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Daïng 9: d naèm trong maët phaúng (P) vaø caét caû hai ñöôøng thaúng d1, d2:


 Tìm caùc giao ñieåm A = d1 ( (P), B = d2 ( (P). Khi ñoù d chính laø ñöôøng thaúng AB.

Daïng 10: d song song vôùi ( vaø caét caû hai ñöôøng thaúng d1, d2:


 Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa ( vaø d1, maët phaúng (Q) chöùa ( vaø d2.


Khi ñoù d = (P) ( (Q).
Daïng 11: d laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng d1, d2 cheùo nhau:


( Caùch 1: Goïi M ( d1, N ( d2. Töø ñieàu kieän [image: image1777.wmf]1
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Khi ñoù, d laø ñöôøng thaúng MN.


( Caùch 2:



– Vì d ( d1 vaø d ( d2 neân moät VTCP cuûa d coù theå laø: [image: image1778.wmf]12
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– Laäp phöông trình maët phaúng (P) chöùa d vaø d1, baèng caùch:




+ Laáy moät ñieåm A treân d1.




+ Moät VTPT cuûa (P) coù theå laø: [image: image1779.wmf]1
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– Töông töï laäp phöông trình  maët phaúng (Q) chöùa d vaø d2.


Khi ñoù d = (P) ( (Q).

Daïng 12: d laø hình chieáu cuûa ñöôøng thaúng ( leân maët phaúng (P):


( Laäp phöông trình maët phaúng (Q) chöùa ( vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (P) baèng caùch:



– Laáy M ( (.



– Vì (Q) chöùa ( vaø vuoâng goùc vôùi (P) neân [image: image1780.wmf]QP
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Khi ñoù d = (P) ( (Q).

Daïng 13: d ñi qua ñieåm M, vuoâng goùc vôùi d1 vaø caét d2:


( Caùch 1: Goïi N laø giao ñieåm cuûa d vaø d2. Töø ñieàu kieän MN ( d1, ta tìm ñöôïc N.


Khi ñoù, d laø ñöôøng thaúng MN.


( Caùch 2:



– Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua M vaø vuoâng goùc vôùi d1.



– Vieát phöông trình maët phaúng (Q) chöùa M vaø d2.


Khi ñoù d = (P) ( (Q).

Baøi 51. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm M vaø coù VTCP [image: image1781.wmf]a
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Baøi 52. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm A, B cho tröôùc:  
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Baøi 53. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm A vaø song song vôùi ñöôøng thaúng (   cho tröôùc:  
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Baøi 54. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm A vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (P)  cho tröôùc:  
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Baøi 55. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (P), (Q)  cho tröôùc:  
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Baøi 56. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm A vaø vuoâng goùc vôùi hai ñöôøng thaúng d1, d2  cho tröôùc:  
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Baøi 57. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm A, vuoâng goùc vaø caét ñöôøng thaúng ( cho tröôùc:  
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Baøi 58. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm A vaø caét caû hai ñöôøng thaúng d1, d2  cho tröôùc:  
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Baøi 59. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng naèm trong maët phaúng (P) vaø caét caû hai ñöôøng thaúng d1, d2  cho tröôùc:  
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Baøi 60. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng song song vôùi ñöôøng thaúng ( vaø caét caû hai ñöôøng thaúng d1, d2  cho tröôùc:  
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Baøi 61. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau d1, d2  cho tröôùc:  
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Baøi 62. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng d laø hình chieáu cuûa ñöôøng thaúng ( treân maët phaúng (P) cho tröôùc:  
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Baøi 63. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm A, vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng d1 vaø caét ñöôøng thaúng d2 cho tröôùc:  
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Baøi 64. Cho töù dieän ABCD coù A(1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1); D(1; 1; 1). Vieát phöông trình tham soá cuûa caùc ñöôøng thaúng sau:  


a) Chöùa caùc caïnh cuûa töù dieän töù dieän ABCD.


b) Ñöôøng thaúng qua C vaø vuoâng goùc vôùi mp(ABD).



c) Ñöôøng thaúng qua A vaø qua troïng taâm cuûa tam giaùc BCD.

Baøi 65. Cho tam giaùc ABC coù A(1; 2; 5) vaø hai trung tuyeán: [image: image1851.wmf]1
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. Vieát phöông trình tham soá cuûa caùc ñöôøng thaúng sau:  


a) Chöùa caùc caïnh cuûa tam giaùc ABC.


b) Ñöôøng phaân giaùc trong cuûa goùc A.

Baøi 66. Cho tam giaùc ABC coù [image: image1853.wmf]3111275143
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. Vieát phöông trình tham soá cuûa caùc ñöôøng thaúng sau:  


a) Trung tuyeán AM.



b) Ñöôøng cao BH.


c) Ñöôøng phaân giaùc trong BK.


d) Ñöôøng trung tröïc cuûa BC trong (ABC.

Baøi 67. Cho boán ñieåm  [image: image1854.wmf]121341141321

SABC

(;;),(;;),(;;),(;;)

--

.   


a) Chöùng minh S.ABC laø moät hình choùp.






b) Vieát phöông trình tham soá cuûa caùc ñöôøng thaúng chöùa caùc caïnh cuûa hình choùp.


c) Vieát phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa SA vaø BC.

Baøi 68. Cho boán ñieåm  [image: image1855.wmf]123223113125
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.   


a) Chöùng minh S.ABC laø moät töù dieän.


b) Vieát phöông trình caùc hình chieáu cuûa SA, SB treân maët phaúng (ABC).

VAÁN ÑEÀ 2: Vò trí töông ñoái giöõa hai ñöôøng thaúng 
Ñeå xeùt VTTÑ giöõa hai ñöôøng thaúng, ta coù theå söû duïng moät trong caùc phöông phaùp sau:


( Phöông phaùp hình hoïc: Döïa vaøo moái quan heä giöõa caùc VTCP vaø caùc ñieåm thuoäc caùc ñöôøng thaúng.


( Phöông phaùp ñaïi soá: Döïa vaøo soá nghieäm cuûa heä phöông trình caùc ñöôøng thaúng.

Baøi 69. Xeùt vò trí töông ñoái giöõa hai ñöôøng thaúng d1, d2 cho tröôùc:  
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Baøi 70. Chöùng toû raèng caùc caëp ñöôøng thaúng sau ñaây cheùo nhau. Vieát phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa chuùng:  
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Baøi 71. Tìm giao ñieåm cuûa hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2:  


a) 
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Baøi 72. Tìm m ñeå hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2 caét nhau. Khi ñoù tìm toaï ñoä giao ñieåm cuûa chuùng:  


a) 
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VAÁN ÑEÀ 3: Vò trí töông ñoái giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng  
Ñeå xeùt VTTÑ giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng, ta coù theå söû duïng moät trong caùc phöông phaùp sau:


( Phöông phaùp hình hoïc: Döïa vaøo moái quan heä giöõa VTCP cuûa ñöôøng thaúng vaø VTPT cuûa maët phaúng.


( Phöông phaùp ñaïi soá: Döïa vaøo soá nghieäm cuûa heä phöông trình ñöôøng thaúng vaø maët phaúng.

Baøi 1. Xeùt vò trí töông ñoái giöõa ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng (P). Tìm giao ñieåm (neáu coù) cuûa chuùng:  
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Baøi 2. Cho ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng (P). Tìm m, n  ñeå:



i) d caét (P).

ii) d // (P).

iii) d ( (P).

iv) d ( (P).
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Baøi 3. Cho ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng (P). Tìm m, n  ñeå:
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VAÁN ÑEÀ 4: Vò trí töông ñoái giöõa ñöôøng thaúng vaø maët caàu   
Ñeå xeùt VTTÑ giöõa ñöôøng thaúng vaø maët caàu  ta coù theå söû duïng caùc phöông phaùp sau:


( Phöông phaùp hình hoïc: Döïa vaøo khoaûng caùch töø taâm maët caàu ñeán ñöôøng thaúng vaø baùn kính. 


( Phöông phaùp ñaïi soá: Döïa vaøo soá nghieäm cuûa heä phöông trình ñöôøng thaúng vaø maët caàu.

Baøi 1. Xeùt vò trí töông ñoái giöõa ñöôøng thaúng d vaø maët caàu (S). Tìm giao ñieåm (neáu coù) cuûa chuùng:  
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Baøi 2. Bieän luaän theo m, vò trí töông ñoái giöõa ñöôøng thaúng d vaø maët caàu (S):  
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[image: image1903.wmf]222
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b) [image: image1904.wmf]{
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Baøi 3. Vieát phöông trình maët caàu (S) coù taâm I vaø tieáp xuùc vôùi ñöôøng thaúng d:  


a) 
[image: image1906.wmf]{
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Baøi 4. Cho maët caàu (S) coù taâm I(2; 1; 3) vaø baùn kính R = 3. Vieát phöông trình tieáp tuyeán d cuûa (S), bieát:  


a) 
d ñi qua A(0; 0; 5) ( (S) vaø coù VTCP [image: image1911.wmf]122

a

(;;)

=

r

.


b) d ñi qua A(0; 0; 5) ( (S) vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng: [image: image1912.wmf]32230
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Baøi 5. Cho töù dieän ABCD. Vieát phöông trình maët caàu tieáp xuùc vôùi caùc caïnh cuûa töù dieän, vôùi: 


a) 
A(1; 1; 1), B(3; 3; 1), C(3; 1; 3), D(1; 3; 3).


b) A(1; 0; 2), B(2; –1; 1), C(0; 2; 1), D(–1; 3; 0).


c) A(3; 2; 1), B(1; –2; 1), C(–2; 2; –2), D(1; 1; –1).


d) A(1; 0; 11), B(0; 1; 10), C(1; 1; 8), D(–3; 1; 2).

VAÁN ÑEÀ 5: Khoaûng caùch   
1.
Khoaûng caùch töø ñieåm M ñeán ñöôøng thaúng d

( Caùch 1: Cho ñöôøng thaúng d ñi qua M0 vaø coù VTCP [image: image1913.wmf]a

r

.
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( Caùch 2: 
– Tìm hình chieáu vuoâng goùc H cuûa M treân ñöôøng thaúng d.




– d(M,d) = MH.


( Caùch 3:
– Goïi N(x; y; z) ( d. Tính MN2 theo t (t tham soá trong phöông trình ñöôøng thaúng d).




– Tìm t ñeå MN2 nhoû nhaát.




– Khi ñoù N ( H. Do ñoù d(M,d) = MH.

2.
Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau 


Cho hai ñöôøng thaúng cheùo nhau d1 vaø d2.



d1 ñi qua ñieåm M1 vaø coù VTCP [image: image1915.wmf]1
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r

, d2 ñi qua ñieåm M2 vaø coù VTCP [image: image1916.wmf]2
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Chuù yù: Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau d1, d2 baèng khoaûng caùch giöõa d1 vôùi maët phaúng (() chöùa d2 vaø song song vôùi d1.

3.
Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng song song baèng khoaûng caùch töø moät ñieåm thuoäc ñöôøng thaúng naøy ñeán ñöôøng thaúng kia.
4.
Khoaûng caùch giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng song song

Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng d vôùi maët phaúng (() song song vôùi noù baèng khoaûng caùch töø moät ñieåm M baát kì treân d ñeán maët phaúng (().
Baøi 1. Tính khoaûng caùch töø ñieåm A ñeán ñöôøng thaúng d:  


a) [image: image1918.wmf]14
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c) [image: image1920.wmf]21
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Baøi 2. Chöùng minh hai ñöôøng thaúng d1, d2 cheùo nhau. Tính khoaûng caùch giöõa chuùng:  


a) [image: image1924.wmf]{
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Baøi 3. Chöùng minh hai ñöôøng thaúng d1, d2 song song vôùi nhau. Tính khoaûng caùch giöõa chuùng:  


a) [image: image1931.wmf]{
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Baøi 4. Chöùng minh ñöôøng thaúng d song song vôùi maët phaúng (P). Tính khoaûng caùch giöõa chuùng:  


a) [image: image1935.wmf]{
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VAÁN ÑEÀ 6: Goùc   
1.
Goùc giöõa hai ñöôøng thaúng 


Cho hai ñöôøng thaúng d1, d2 laàn löôït coù caùc VTCP [image: image1939.wmf]12
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.


Goùc giöõa d1, d2 baèng hoaëc buø vôùi goùc giöõa [image: image1940.wmf]12
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2.
Goùc giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng 

Cho ñöôøng thaúng d coù VTCP [image: image1942.wmf]123
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 vaø maët phaúng (() coù VTPT [image: image1943.wmf]nABC
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Goùc giöõa ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng (() baèng goùc giöõa ñöôøng thaúng d vôùi hình chieáu d( cuûa noù treân (().
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Baøi 1. Tính goùc giöõa hai ñöôøng thaúng:  


a) [image: image1945.wmf]{
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d) [image: image1948.wmf]{
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e) [image: image1949.wmf]12

122

210

2320

314

xyz

xyz

dd

xz

:;:

-++

ì

+--=

==

í

+-=

î



f) [image: image1950.wmf]1
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402310

2100

xyzxyz

dd

xyzxyz

:;:

ìì

-+-=-+-=

íí

-++=++=

îî



h) [image: image1952.wmf]12

2340230

32704370

xyzxyz

dd

xyzxyz

:;:

ìì

-+-=+-+=

íí

+-+=-++=

îî


Baøi 2. Chöùng minh hai ñöôøng thaúng sau vuoâng goùc vôùi nhau:  


a) [image: image1953.wmf]12
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b) 

Baøi 3. Tìm m ñeå goùc giöõa hai ñöôøng thaúng sau baèng (:  


a) [image: image1954.wmf]{
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Baøi 4. Tính goùc giöõa ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng (P)::  


a) [image: image1955.wmf]113

22100

123

xyz

dPxyz

:;():–––

--+

===

-

.
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Baøi 5. Cho töù dieän ABCD coù A(3; 2; 6), B(3; –1; 0), C(0; –7; 3), D(–2; 1; –1).  


a) Chöùng minh caùc caëp caïnh ñoái cuûa töù dieän ñoâi moät vuoâng goùc vôùi nhau.


b) Tính goùc giöõa AD vaø maët phaúng (ABC).


c) Tính goùc giöõa AB vaø trung tuyeán AM cuûa tam giaùc ACD.


d) Chöùng minh AB vuoâng goùc vôùi maët phaúng (BCD). Tính theå tích cuûa töù dieän ABCD.

Baøi 6. Cho töù dieän SABC coù S(1; 2; 1), A(3; 2; 1), B(1; 3; 1), C(1; –2; 5).  


a) Vieát phöông trình cuûa caùc maët phaúng (ABC), (SAB), (SAC).


b) Tính goùc taïo bôûi SC vaø (ABC) vaø goùc taïo bôûi SC vaø AB.


c) Tính caùc khoaûng caùch töø C ñeán (SAB) vaø töø B ñeán (SAC).


d) Tính khoaûng caùch töø C ñeán AB vaø khoaûng caùch giöõa SA vaø BC.

Baøi 7. Cho töù dieän SABC coù S(1; –2; 3), A(2; –2; 3), B(1; –1; 3), C(1; –2; 5).  


a) Tìm phöông trình caùc hình chieáu cuûa SA, SB treân maët phaúng (ABC).


b) Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa BC, CA, AB. Tính goùc taïo bôûi SM vaø NP vaø goùc taïo bôûi SM vaø (ABC).


c) Tính caùc khoaûng caùch giöõa SM vaø NP, SP vaø MN.

VAÁN ÑEÀ 7: Moät soá vaán ñeà khaùc   
1.
Vieát phöông trình maët phaúng 


( Daïng 1: Maët phaúng (P) ñi qua ñieåm A vaø ñöôøng thaúng d:



– Treân ñöôøng thaúng d laáy hai ñieåm B, C.



– Moät VTPT cuûa (P) laø: [image: image1959.wmf]nABAC
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.


( Daïng 2: Maët phaúng (P) chöùa hai ñöôøng thaúng song song d1, d2:



– Xaùc ñònh VTCP [image: image1960.wmf]a

r

 cuûa d1 (hoaëc d2).



– Treân d1 laáy ñieåm A, treân d2 laáy ñieåm B. Suy ra A, B ( (P).



– Moät VTPT cuûa (P) laø: [image: image1961.wmf]naAB
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( Daïng 3: Maët phaúng (P) chöùa hai ñöôøng thaúng caét nhau d1, d2:



– Laáy ñieåm A ( d1 (hoaëc A ( d2) ( A ( (P).



– Xaùc ñònh VTCP [image: image1962.wmf]a

r

 cuûa d1, [image: image1963.wmf]b
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 cuûa d2.



– Moät VTPT cuûa (P) laø: [image: image1964.wmf][

]

nab

,

=

r

rr

.


( Daïng 4: Maët phaúng (P) chöùa ñöôøng thaúng d1 vaø song song vôùi ñöôøng thaúng d2 (d1, d2 cheùo nhau):



– Xaùc ñònh caùc VTCP [image: image1965.wmf]ab

,

r
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 cuûa caùc ñöôøng thaúng d1, d2.



– Moät VTPT cuûa (P) laø: [image: image1966.wmf][
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.



– Laáy moät ñieåm M thuoäc d1 ( M ( (P).


( Daïng 5: Maët phaúng (P) ñi qua ñieåm M vaø song song vôùi hai ñöôøng thaúng cheùo nhau d1, d2:



– Xaùc ñònh caùc VTCP [image: image1967.wmf]ab

,

r
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 cuûa caùc ñöôøng thaúng d1, d2.



– Moät VTPT cuûa (P) laø: [image: image1968.wmf][
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2.
Xaùc ñònh hình chieáu H cuûa moät ñieåm M leân ñöôøng thaúng d

( Caùch 1: 
– Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua M vaø vuoâng goùc vôùi d.




– Khi ñoù: H = d ( (P)


( Caùch 2:
Ñieåm H ñöôïc xaùc ñònh bôûi: [image: image1969.wmf]d
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3.
Ñieåm ñoái xöùng M' cuûa moät ñieåm M qua ñöôøng thaúng d


( Caùch 1: 
– Tìm ñieåm H laø hình chieáu cuûa M treân d.




– Xaùc ñònh ñieåm M( sao cho H laø trung ñieåm cuûa ñoaïn MM(.


( Caùch 2:
– Goïi H laø trung ñieåm cuûa ñoaïn MM(. Tính toaï ñoä ñieåm H theo toaï ñoä cuûa M, M(.




– Khi ñoù toaï ñoä cuûa ñieåm M( ñöôïc xaùc ñònh bôûi: [image: image1970.wmf]d
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4.
Xác định hình chieáu H cuûa moät ñieåm M leân maët phaúng (P)

( Caùch 1: 
– Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d qua M vaø vuoâng goùc vôùi (P).




– Khi ñoù: H = d ( (P)


( Caùch 2:
Ñieåm H ñöôïc xaùc ñònh bôûi: [image: image1971.wmf]P
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5.
Ñieåm ñoái xöùng M' cuûa moät ñieåm M qua maët phaúng (P)


( Caùch 1: 
– Tìm ñieåm H laø hình chieáu cuûa M treân (P).




– Xaùc ñònh ñieåm M( sao cho H laø trung ñieåm cuûa ñoaïn MM(.


( Caùch 2:
– Goïi H laø trung ñieåm cuûa ñoaïn MM(. Tính toaï ñoä ñieåm H theo toaï ñoä cuûa M, M(.




– Khi ñoù toaï ñoä cuûa ñieåm M( ñöôïc xaùc ñònh bôûi: [image: image1972.wmf]P
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Baøi 8. Vieát phöông trình cuûa maët phaúng (P) ñi qua ñieåm A vaø ñöôøng thaúng d:  
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Baøi 9. Vieát phöông trình cuûa maët phaúng (P) ñi qua hai ñöôøng thaúng song song d1, d2:  


a) [image: image1979.wmf]{
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Baøi 10. Vieát phöông trình cuûa maët phaúng (P) ñi qua hai ñöôøng thaúng caét nhau d1, d2:  


a) 
[image: image1983.wmf]{
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c) [image: image1985.wmf]12
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Baøi 11. Cho hai ñöôøng thaúng cheùo nhau d1, d2. Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa d1 vaø song song vôùi d2:


a) [image: image1987.wmf]{
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Baøi 12. Tìm toaï ñoä hình chieáu H cuûa ñieåm M treân ñöôøng thaúng d vaø ñieåm M( ñoái xöùng vôùi M qua ñöôøng thaúng d:
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Baøi 13. Tìm toaï ñoä hình chieáu H cuûa ñieåm M treân maët phaúng (P) vaø ñieåm M( ñoái xöùng vôùi M qua maët phaúng (P):

a) [image: image2002.wmf]2260235
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BAØI TAÄP OÂN PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG   
Baøi 1. Tìm treân truïc Ox ñieåm M caùch ñeàu ñöôøng thaúng[image: image2008.wmf]D

:[image: image2009.wmf]2
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 vaø maët phaúng [image: image2010.wmf]220
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Baøi 2. Cho 2 ñieåm A(1; 0; 0) vaø B(0; 2; 0). Vieát phöông trình cuûa mp[image: image2011.wmf])

(

a

 qua AB vaø taïo vôùi mp(Oxy) moät goùc 60[image: image2012.wmf]0

.

Baøi 3. Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng (d) qua A(3; –1; 1) naèm trong mp[image: image2013.wmf])

(

a

: x – y + z – 5 = 0 vaø hôïp vôùi ñöôøng thaúng[image: image2014.wmf]D

: [image: image2015.wmf]2
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  moät goùc [image: image2016.wmf]0

45

.

Baøi 4. Goïi [image: image2017.wmf])

(

a

 laø maët phaúng qua A(2; 0; 1) vaø B(–2; 0; 5) vaø hôïp vôùi mp(Oxz) moät goùc 45[image: image2018.wmf]0

. Tính khoaûng caùch töø O ñeán mp[image: image2019.wmf])

(

a

.

Baøi 5. Chöùng minh raèng 2 ñöôøng thaúng [image: image2020.wmf]1

D
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  vaø [image: image2022.wmf]2
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cuøng naèm trong moät maët phaúng. Vieát phöông trình maët phaúng aáy.

Baøi 6. Cho hai ñieåm A(1; 2; –1), B(7; –2; 3) vaø ñöôøng thaúng [image: image2024.wmf]122
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a) 
Chöùng minh raèng ñöôøng thaúng d vaø ñöôøng thaúng AB cuøng thuoäc moät maët phaúng.


b) Tìm ñieåm I thuoäc d sao cho IA + IB nhoû nhaát.

Baøi 7. Trong khoâng gian Oxyz cho 4 ñieåm A(1; 2; 3), B(–2; 1; 0), C(–1; 0; 2), D(0; 2; 3).


1) 
Chöùng minh ABCD laø moät töù dieän. Tính theå tích töù dieän ñoù.


2) Tìm ñieåm M sao cho :[image: image2025.wmf]2230

MAMBMCMD
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.


3) Xaùc ñònh toaï ñoä troïng taâm töù dieän ABCD.


4) Vieát phöông trình maët phaúng trung tröïc cuûa caùc ñoaïn thaúng AB, AC, BC.


5) Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi truïc Oz.


6) Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua A vaø B vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng [image: image2026.wmf]230

xyz

– 

+=

. 


7) Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi hai maët phaúng 2x + 3y – z  = 0, 



x + 2y – 3z  = 0.


8) Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua A vaø chaén caùc nöûa truïc döông Ox, Oy, Oz laàn löôït taïi caùc ñieåm I , J, K sao cho theå tích  töù dieän OIJK nhoû nhaát.


9) Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua A vaø chaén caùc nöûa truïc döông Ox, Oy, Oz laàn löôït taïi caùc ñieåm I , J, K sao cho OI + OJ + OK  nhoû nhaát.


10) Vieát phöông trình maët phaúng ñi  qua C, song song vôùi truïc Oy vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng  x + 2y – 3z = 0.


11) Vieát phöông trình maët phaúng ñi  qua A vaø qua giao tuyeán cuûa hai maët phaúng : 




(P): x + y + z – 4 =0, (Q):3x – y + z – 1 = 0.


12) Vieát phöông trình maët phaúng ñi  qua A vaø chöùa ñöôøng thaúng :[image: image2027.wmf]131
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13) Tìøm ñieåm A’ ñoái xöùng vôùi ñieåm A qua ñöôøng thaúng d:[image: image2028.wmf]211
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 vaø tính khoaûng caùch töø A ñeán ñöôøng thaúng d:[image: image2029.wmf]330
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14) Tìm treân truïc Oz ñieåm M caùch ñeàu ñieåm A vaø maët phaúng (P): x + 3y + 2 = 0.


15) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua A, song song vôùi maët phaúng (P): x – y – z – 4 = 0 vaø vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng (:[image: image2030.wmf]131
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.


16) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua A vuoâng goùc vaø caét ñöôøng thaúng: [image: image2031.wmf]3
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17) Tìm ñieåm P thuoäc maët phaúng (P): 2x – 3y – z +2 = 0 sao cho PA+PB nhoû nhaát.


18) Chöùng minh raèng ñöôøng thaúng AB vaø ñöôøng thaúng d :[image: image2032.wmf]31
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 cuøng thuoäc moät maët phaúng. Tìm ñieåm N thuoäc d sao cho NA + NB nhoû nhaát.


19) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua A, vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng: [image: image2033.wmf]31
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  vaø caét ñöôøng thaúng: [image: image2034.wmf]20
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20) Vieát phöông trình hình chieáu cuûa ñöôøng thaúng AB leân  maët phaúng (P): x + 3y – z = 0.


21) Tính goùc taïo bôõi ñöôøng thaúng AB vôùi  maët phaúng (BCD).


22)  G laø troïng taâm (ABC, G’ laø moät ñieåm baát kyø thuoäc maët phaúng (P): 2x – 3y + z +3 = 0. Chöùng minh raèng: [image: image2035.wmf]222
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 nhoû nhaát khi vaø chæ khi G' laø hình chieáu cuûa G leân (P). Tìm toaï ñoä ñieåm G’.


23) Laäp phöông trình maët caàu ñi qua A, B, C vaø coù taâm thuoäc mp(Oxy)


24) Laäp phöông trình tieáp dieän cuûa maët caàu (S):[image: image2036.wmf]222
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 taïi B.


25) Laäp phöông trình maët phaúng qua A vaø tieáp xuùc vôùi maët caàu (S) coù phöông trình: 





[image: image2037.wmf]222
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26) Laäp phöông trình maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD.


[image: image2038]

Ñeå giaûi caùc baøi toaùn hình khoâng gian baèng phöông phaùp toïa ñoä ta thöïc hieän caùc böôùc sau:

Böôùc 1: Choïn heä truïc toïa ñoä Oxyz thích hôïp. 

Böôùc 2: Döïa vaøo giaû thieát baøi toaùn xaùc ñònh toïa ñoä caùc ñieåm coù lieân quan.

Böôùc 3: Söû duïng caùc kieán thöùc veà toïa ñoä ñeå giaûi quyeát baøi toaùn.


Chuù yù: Thoâng thöôøng ta döïa vaøo caùc yeáu toá ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng ñeå choïn heä truïc Oxyz sao cho deã xaùc ñònh toaï ñoä caùc ñieåm lieân quan.

[image: image2039]
Ví duï 1: 

	
Cho töù dieän OABC coù caùc caïnh OA, OB, OC ñoâi moät vuoâng goùc vôùi nhau. H laø hình chieáu cuûa O treân (ABC).


1.
Chöùng minh ABC coù ba goùc nhoïn.


2.
Chöùng minh H laø tröïc taâm ABC.


3.
Chöùng minh [image: image2040.wmf]2222
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4.
Goïi [image: image2041.wmf]·
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Chöùng minh [image: image2042.wmf]222
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Giaûi:


Choïn heä truïc Oxyz sao cho: O(0; 0; 0), A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c)   (a, b, c > 0)

[image: image2433.wmf]cos,0
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1.
Chöùng minh ABC coù ba goùc nhoïn:


Ta coù[image: image2043.wmf]2
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Töông töï:  [image: image2045.wmf]·
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 nhoïn.


Vaäy ABC coù ba goùc nhoïn. 

2.
Chöùng minh H laø tröïc taâm ABC:


Ta coù phöông trình mp (ABC):  
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( Phöông trình ñöôøng thaúng OH: [image: image2048.wmf]xbct
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Thay x, y, z vaøo phöông trình mp(ABC):  [image: image2049.wmf]222222
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[image: image2052.wmf]2
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[image: image2053.wmf]2
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[image: image2054.wmf]AHBC
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 H laø tröïc taâm ABC.

3.
Chöùng minh  [image: image2055.wmf]2222
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222222222

111111

abbcca

OAOBOCabcabc

++

++=++=



[image: image2059.wmf]2222
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4.
Chöùng minh cos2 + cos2 + cos2 = 1


Nhaän xeùt:  [image: image2060.wmf]·
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Goïi 
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Vaäy:
 [image: image2065.wmf]222
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Ví duï 2: 

	
Cho tam giaùc ñeàu ABC coù ñöôøng cao AH = 2a. Goïi O laø trung ñieåm AH. Treân ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC) taïi O, laáy ñieåm S sao cho OS = 2a.


1.
Tính cosin cuûa goùc ( taïo bôûi hai maët phaúng (SAB) vaø (SAC).


2.
Treân ñoaïn OH laáy ñieåm I. Ñaët OI = m (0 < m < a). Maët phaúng () qua I, vuoâng goùc vôùi 
AH caét caùc caïnh AB, AC, SC, SB laàn löôït taïi M, N, P, Q.



a. Tính dieän tích thieát dieän MNPQ theo a vaø x.



b. Tìm m ñeå dieän tích MNPQ lôùn nhaát.


Giaûi:
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Choïn heä truïc toïa ñoä Oxyz sao cho:  
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1.
Tính cos:
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Phöông trình ñöôøng thaúng SA: [image: image2073.wmf]0
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Phöông trình mp(BCE): [image: image2074.wmf](
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Thay x, y, z vaøo phöông trình (BCE), ta ñöôïc: [image: image2075.wmf]2
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Vaäy [image: image2079.wmf]7
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Ta coù: I(0; m; 0),  [image: image2080.wmf]010
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[image: image2081.wmf]Þ

 phöông trình mp(MNPQ): y – m = 0

a.
Tính SMNPQ:


Ta coù: 
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Phöông trình ñöôøng thaúng AB:  [image: image2086.wmf]3
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Phöông trình ñöôøng thaúng AC:  [image: image2088.wmf]3
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Phöông trình ñöôøng thaúng SB:  [image: image2090.wmf]2
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Tìm m ñeå (SMNPQ)max:
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Caùch khaùc: 
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Ví duï 3: 

	
Cho töù dieän OABC coù OA, OB, OC ñoâi moät vuoâng goùc. OA= a, OB = b, OC = c.


1.
Goïi I laø taâm maët caàu noäi tieáp (S) cuûa OABC. Tính baùn kính r cuûa (S).


2.
Goïi M, N, P laø trung ñieåm BC, CA, AB. Chöùng minh raèng hai maët phaúng (OMN) vaø (OMP) vuoâng goùc [image: image2103.wmf]222
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.


Giaûi:


Choïn heä truïc Oxyz sao cho: O(0; 0; 0), A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c)   
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Tính  r:
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Ví duï 4: 

	
Cho hình chöõ nhaät ABCD coù AB= a, AD = 2a. Treân tia [image: image2114.wmf]AzABCD
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^

 laáy ñieåm S. Maët phaúng () qua CD caét SA, SB laàn löôït taïi K vaø L.

1.
Cho SA = 2a, AK = k [image: image2115.wmf]02
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a. Tính dieän tích töù giaùc CDKL . Tính k theo a ñeå SCDKL lôùn nhaát, nhoû nhaát.



b. Chöùng toû khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng KD vaø BC khoâng ñoåi.



c. Tính k theo a ñeå () chia hình choùp S.ABCD thaønh hai phaàn coù theå tích baèng nhau.

2.
Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm SC, SD. Tìm quyõ tích giao ñieåm I cuûa AN, BM khi S di 
ñoäng treân tia Az.


Giaûi:

1.
Choïn heä truïc toïa ñoä Axyz sao cho: A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(a; 2a; 0), D(0; 2a; 0), S(0; 0; 2a)
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Phöông trình ñöôøng thaúng SB: [image: image2119.wmf]0
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SCDKL = SCKL + SCKD:
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Baûng bieán thieân:
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d(KD, BC) [image: image2126.wmf]0202000
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Chuù yù: CD laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa KD vaø BC.
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2.
Quyõ tích I:
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( Phöông trình ñöôøng thaúng BM: [image: image2132.wmf]1
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Phöông trình ñöôøng thaúng AN: [image: image2133.wmf]22
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Vaäy quyõ tích I laø nöûa ñöôøng thaúng [image: image2136.wmf]DtABCD
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 (tröø ñieåm D, do s > 0).

Ví duï 5: 

	
Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù caïnh ñaùy [image: image2137.wmf]·
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1.
Xaùc ñònh taâm vaø baùn kính maët caàu ngoaïi tieáp hình choùp.


2.
Xaùc ñònh taâm vaø baùn kính maët caàu noäi tieáp hình choùp.


3.
Tìm  ñeå taâm maët caàu ngoaïi tieáp vaø noäi tieáp truøng nhau.


Giaûi:


Ta coù:  AC = BD = 2a. Goïi SO laø ñöôøng cao vaø SO= h.
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Choïn heä truïc toïa ñoä Oxyz sao cho: O(0; 0; 0), A(a; 0; 0),S(0; 0; h)
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1.
Taâm I vaø R cuûa (S) ngoaïi tieáp choùp S.ABCD


Do S.ABCD laø hình choùp töù giaùc ñeàu neân [image: image2139.wmf]0
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Phöông trình maët caàu (S):[image: image2140.wmf]222
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Maët khaùc: [image: image2142.wmf]2
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   ( nhoïn do SAB caân taïi S).
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2.
Taâm J vaø r cuûa (S/) noäi tieáp choùp S.ABCD:
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3.
Tìm  ñeå I ( J
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Vaäy [image: image2151.wmf]45
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Ví duï 6: 

	
Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø ñaùy hình chöõ nhaät vôùi AB = a, AD = b, SA = 2a vuoâng goùc vôùi ñaùy. Treân caïnh SA laáy ñieåm M, AM = m ([image: image2152.wmf]02
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1.
Maët phaúng (MBC) caét hình choùp theo thieát dieän laø hình gì. Tính dieän tích thieát dieän?


2.
Tìm vò trí M ñeå dieän tích thieát dieän lôùn nhaát.


3.
Tìm vò trí M ñeå maët phaúng (MBC) chia hình choùp thaønh hai phaàn coù theå tích baèng nhau.


Giaûi:
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Choïn heä truïc toïa ñoä Axyz sao cho: A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), D(0; b; 0), S(0; 0; 2a)
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( Phöông trình maët phaúng (MBC): [image: image2156.wmf]0
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Phöông trình ñöôøng thaúng SD: [image: image2157.wmf]0
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1.
Hình tính vaø dieän tích BCMN
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2.
Tìm vò trí M ñeå SBCNM lôùn nhaát:
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3.
Tìm vò trí M ñeå [image: image2174.wmf]1

2

SBCNMSABCD

VV

..

=
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Yeâu caàu baøi toaùn
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Ví duï 7: 

	
Cho hình laäp phöông ABCD.A(B(C(D( caïnh a.

1.
Chöùng minh [image: image2180.wmf]ACABD
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2.
Treân caïnh AD/, DB laáy ñieåm M, N thoûa AM = DN = k [image: image2181.wmf]02
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a. Chöùng minh MN // (A/D/BC)



b. Tìm k ñeå MNmin. Chöùng toû khi ñoù MN laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa AD(, DB.


Giaûi:


Choïn heä truïc toïa ñoä Axyz sao cho: 
A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(a; a; 0), D(0; a; 0)








A/(0; 0; a), B/(a; 0; a), C/(a; a; a), D/(0; a; a)
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AM = DN = k  [image: image2182.wmf]00
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Tính : 
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2.
a.   Chöùng minh MN // (A/D/BC):
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Vaäy MN laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa AD/ vaø BD.


Ví duï 8: 

	
Cho hình laäp phöông ABCD.A/B/C/D/ caïnh a. Goïi M laø trung ñieåm AB, N laø taâm cuûa hình vuoâng ADD/A/.

1.
Tính baùn kính R cuûa maët caàu (S) ñi qua 4 ñieåm C, D/, M, N.

2.
Tính baùn kính r cuûa ñöôøng troøn (C) laø giao cuûa (S) vaø maët caàu (S/) ñi qua A/, B/, C, D.


3.
Tính dieän tích S cuûa thieát dieän taïo bôûi maët phaúng (CMN) vaø hình laäp phöông.


Giaûi:


Choïn heä truïc toïa ñoä Axyz sao cho: 
A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(a; a; 0), D(0; a; 0)








A/(0; 0; a), B/(a; 0; a), C/(a; a; a), D/(0; a; a)


[image: image2203.wmf]000

222

aaa

MN

;;,;;

æöæö

Þ

ç÷ç÷

èøèø


1.
Tính R:
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(1) – (2) suy ra:  =  


(2) – (4) suy ra: d = a2
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Tính S:
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BAØI TAÄP

Baøi 14. Cho töù dieän OABC coù ñaùy OBC laø tam giaùc vuoâng taïi O, OB=a, OC=[image: image2232.wmf]3

a

, (a>0) vaø ñöôøng cao OA=[image: image2233.wmf]3

a

. Goïi M laø trung ñieåm cuûa caïnh BC. Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng AB vaø OM.


HD: Choïn heä truïc toïa ñoä sao cho: [image: image2234.wmf]00000300030

OAaBaCa
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Baøi 15. Cho hình choùp O.ABC coù caùc caïnh OA = a, OB = b, OC = c  ñoâi moät vuoâng goùc. Ñieåm M coá ñònh thuoäc tam giaùc ABC coù khoaûng caùch laàn löôït ñeán caùc mp(OBC), mp(OCA), mp(OAB) laø 1, 2, 3. Tính a, b, c ñeå theå tích O.ABC nhoû nhaát.


HD: Choïn heä truïc toïa ñoä sao cho: [image: image2236.wmf]000000000

OAaBbCc

(;;),(;;),(;;),(;;)

.



( [image: image2237.wmf]1231

27

3

V

abc

min

=Û===


Baøi 16. Töù dieän S.ABC coù caïnh SA vuoâng goùc vôùi ñaùy vaø [image: image2238.wmf]ABC

D

 vuoâng taïi C. Ñoä daøi cuûa caùc caïnh laø SA = 4, AC = 3, BC = 1. Goïi M laø trung ñieåm cuûa caïnh AB, H laø ñieåm ñoái xöùng cuûa C qua M. Tính cosin goùc hôïp bôûi hai maët phaúng (SHB) vaø (SBC).


HD: Choïn heä truïc toaï ñoä sao cho:   A(0;0;0), B(1;3;0), C(0;3;0), S(0;0;4) vaø H(1;0;0).
Baøi 17. Cho hình choùp S.ABC coù ñaùy laø tam giaùc ABC vuoâng caân taïi A, AB = AC = a (a > 0), hình chieáu cuûa S treân ñaùy truøng vôùi troïng taâm G cuûa (ABC. Ñaët SG = x (x > 0). Xaùc ñònh giaù trò cuûa x ñeå goùc giöõa hai maët phaúng (SAB) vaø (SAC) baèng 60o. 

HD: Choïn heä truïc toaï ñoä sao cho: A(0;0;0), B(a;0;0), C(0; a; 0), [image: image2239.wmf]0
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Baøi 18. Cho hình choùp tam giaùc ñeàu S.ABC coù ñoä daøi caïnh ñaùy laø a. Goïi M, N laø trung ñieåm SB, SC. Tính theo a dieän tích (AMN, bieát (AMN) vuoâng goùc vôùi (SBC).

HD: Choïn heä truïc toaï ñoä sao cho: O(0; 0; 0), S(0; 0; h), [image: image2241.wmf]3
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 (SO = h).
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Baøi 19. Cho laêng truï ABC.A'B'C' caùc caùc maët beân ñeàu laø hình vuoâng caïnh a. Goïi D, F laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh BC, C'B'. Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng A'B vaø B'C'.

HD: Choïn heä truïc toaï ñoä sao cho: 
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Baøi 20. Töù dieän ABCD coù AB, AC, AD ñoâi moät vuoâng goùc vôùi nhau, AB = 3, AC = AD = 4. Tính khoaûng caùch töø A tôùi maët phaúng (BCD).

HD: Choïn heä truïc toaï ñoä sao cho: A(0;0;0); B(0;0;3); C(0;4;0); D(4;0;0).

Baøi 21. Cho hình choùp SABC coù ñoä daøi caùc caïnh ñeàu baèng 1, O laø troïng taâm cuûa tam giaùc (ABC. I laø trung ñieåm cuûa SO.
a) Maët phaúng (BIC) caét SA taïi M. Tìm tæ soá theå tích cuûa töù dieän SBCM vaø töù dieän SABC.

b) H laø chaân ñöôøng vuoâng goùc haï töø I xuoáng caïnh SB. Chöùng minh raèng IH qua troïng taâm G cuûa (SAC.

HD: Choïn heä truïc toaï ñoä sao cho: O(0; 0; 0), [image: image2245.wmf]3
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Baøi 22. Cho hình laêng truï ABCD. A1B1C1 coù ñaùy laø tam giaùc ñeàu caïnh a. AA1 = 2a vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC). Goïi D laø trung ñieåm cuûa BB1; M di ñoäng treân caïnh AA1. Tìm giaù trò lôùn nhaát, giaù trò nhoû nhaát cuûa dieän tích tam giaùc MC1D.

HD: Choïn heä truïc toaï ñoä sao cho: A(0;0;0), B(0;a;0), A1 (0;0;2a),[image: image2251.wmf]1
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Baøi 23. Cho töù dieän SABC coù ñaùy laø (ABC vuoâng caân taïi B, AB = a, [image: image2253.wmf]SAABC

()

^

 vaø SA = a.   [image: image2254.wmf]AHSB

^

 taïi H, [image: image2255.wmf]AKSC

^

 taïi K.


a.
Chöùng minh [image: image2256.wmf]HKSC

.

^



b.
Goïi [image: image2257.wmf]IHKBC

.

=Ç

 Chöùng minh B laø trung ñieåm CI.


c.
Tính sin goùc  giöõa SB vaø (AHK).


d.
Xaùc ñònh taâm vaø baùn kính maët caàu ngoaïi tieáp SABC.


ÑS: 
a/  [image: image2258.wmf]0
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Baøi 24. Cho töù dieän SABC coù ñaùy laø (ABC vuoâng caân taïi B, AB = a, [image: image2261.wmf]SAABC

()

^

 vaø [image: image2262.wmf]2

SAa

=

. Goïi D laø trung ñieåm cuûa AC.


a.
Chöùng minh khoaûng caùch töø A ñeán (SBC) gaáp ñoâi khoaûng caùch töø D ñeán (SBC).


b.
Maët phaúng () qua A vaø vuoâng goùc SC, () caét SC vaø SB taïi M vaø N. Tính theå tích hình choùp SAMN.


c.
Tính cosin cuûa goùc taïo bôûi hai maët phaúng (SAC) vaø (SBC).


ÑS: 
a/  [image: image2263.wmf]66
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b/  [image: image2264.wmf]3
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d/  [image: image2265.wmf]3
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Baøi 25. Cho (ABC ñeàu caïnh a. Treân ñöôøng thaúng [image: image2266.wmf]dABC

()

^

 taïi A laáy ñieåm S, SA = h.


a.
Tính d(A, (SBC)) theo a vaø h.


b.
Ñöôøng thaúng [image: image2267.wmf]SBC

()

D

^

 taïi tröïc taâm H cuûa SBC, chöùng toû  luoân qua ñieåm coá ñònh khi 
S di ñoäng treân d.

c.
 caét d taïi S/. Tính h theo a ñeå SS/ nhoû nhaát.

ÑS: 
a/  [image: image2268.wmf]22
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b/  Troïng taâm ABC
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Baøi 26. Cho hình choùp S.ABCD ñaùy laø hình vuoâng caïnh a, [image: image2270.wmf]SAABCD

()

^

 vaø [image: image2271.wmf]2
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. Maët phaúng (P) qua A vaø [image: image2272.wmf]SC

()

a

^

; (P) caét caùc caïnh SB, SC, SD laàn löôït taïi H, M, K.


a.
Chöùng minh [image: image2273.wmf]AHSBAKSD

,.

^^



b.
Chöùng minh BD // () vaø BD // HK.

c.
Chöùng minh HK ñi qua troïng taâm G cuûa SAC.

d.
Tính VS.AHMK.


ÑS: 
a/  [image: image2274.wmf]0
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Baøi 27. Cho hình choùp töù giaùc S.ABCD, [image: image2278.wmf]SAABCD

()

^

 vaø ABCD laø hình chöõ nhaät coù AB = a, AD = b, SA = 2a. N laø trung ñieåm SD.


a.
Tính d(A, (BCN)), d(SB, CN).


b.
Tính cosin goùc giöõa hai maët phaúng (SCD) vaø (SBC).


c.
Goïi M laø trung ñieåm SA. Tìm ñieàu kieän a vaø b ñeå [image: image2279.wmf]·

1
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.


Trong tröôøng hôïp ñoù tính VS.BCNM.


ÑS: 
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Baøi 28. Trong mp(P) cho hình vuoâng ABCD. Treân tia [image: image2283.wmf]Az
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a

^

 laáy ñieåm S. Ñöôøng thaúng [image: image2284.wmf]1

SBC

()()

D

^

 taïi S caét (P) taïi M, [image: image2285.wmf]2

SCD

()()

D

^

 taïi S caét (P) taïi N. Goïi I laø trung ñieåm MN.


a.
Chöùng minh A, B, M thaúng haøng; A, D, N thaúng haøng.


b.
Khi S di ñoäng treân Az, chöùng toû I thuoäc ñöôøng thaúng coá ñònh.


c.
Veõ [image: image2286.wmf]AHSI

^

 taïi H. Chöùng minh AH laø ñöôøng cao töù dieän ASMN vaø H laø tröïc taâm SMN.


d.
Cho OS = 2, AB = 1. Tính VASMN.


ÑS: 
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c/  [image: image2289.wmf]AHSMNMNSHSMAH
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d/  [image: image2290.wmf]16
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Baøi 29. Cho hình choùp S.ABCD coù [image: image2291.wmf]SAABCD

()

^

, ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh a. Treân caùc caïnh BC, CD laáy laàn löôït caùc ñieåm M, N. Ñaët CM = x, CN= y (0 < x, y < a).


a.
Tìm heä thöùc giöõa x vaø y ñeå goùc giöõa hai maët phaúng (SAM) vaø (SAN) baèng 45o.


b.
Tìm heä thöùc giöõa x vaø y ñeå [image: image2292.wmf]SAMSMN
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^



ÑS: 
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Baøi 30. Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD, caïnh ñaùy baèng [image: image2295.wmf]2

a

, ñöôøng cao SO, caïnh beân baèng [image: image2296.wmf]5

a

.


a.
Tính theå tích hình choùp. Xaùc ñònh taâm Ivaø baùn kính R cuûa hình caàu (S) noäi tieáp hình choùp.


b.
Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm AB, AD, SC. Maët phaúng (MNP) caét SB, SD taïi Q vaø R. Tính dieän tích thieát dieän.


c.
Chöùng toû raèng maët phaúng (MNP) chia hình choùp ra hai phaàn coù theå tích baèng nhau.


ÑS: 
a/  [image: image2297.wmf]3
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b/  [image: image2298.wmf]2
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c/  [image: image2299.wmf]3
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Baøi 31. Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD, ñaùy laø hình vuoâng caïnh a, ñöôøng cao SO. Maët beân taïo vôùi ñaùy goùc [image: image2300.wmf]0

60

. Maët phaúng (P) chöùa caïnh AB vaø taïo vôùi ñaùy goùc [image: image2301.wmf]0

30

 caét caùc caïnh SC, SD laàn löôït taïi M, N.


a.
Tính goùc giöõa AN vôùi (ABCD) vaø BD.


b.
Tính khoaûng caùch giöõa AN vaø BD.


c.
Tính theå tích hình khoái ABCDMN.


ÑS: 
a/  [image: image2302.wmf]3
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b/  [image: image2303.wmf]3
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c/  [image: image2304.wmf]3
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Baøi 32. Cho hình vuoâng ABCD caïnh [image: image2305.wmf]2

a

 taâm O. Treân tia [image: image2306.wmf]OzABCD
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^

 laáy ñieåm S, maët phaúng (SAD) taïo vôùi ñaùy goùc (.


a.
Xaùc ñònh vaø tính ñoä daøi ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa SA vaø CD.


b.
Maët phaúng () qua AC vaø vuoâng goùc (SAD) chia hình choùp thaønh hai phaàn. Tính tæ soá theå tích hai phaàn ñoù.


ÑS: 
a/  [image: image2307.wmf]2
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b/  [image: image2308.wmf]2
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Baøi 33. Cho hình hoäp chöõ nhaät ABCD.A(B(C(D(  coù AB= 2, AD = 4, AA( = 6. Goïi I, J laø trung ñieåm AB, CD(. Goïi M, N thoûa [image: image2309.wmf]AMmADBNmBB
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a.
Tính khoaûng caùch töø A ñeán (BDA().


b.
Chöùng minh I, M, J, N ñoàng phaúng.


c.
Xaùc ñònh taâm K vaø baùn kính R cuûa maët caàu (S) ngoaïi tieáp ABDA(.


d.
Tính baùn kính r cuûa ñöôøng troøn giao cuûa (S) vaø (BDA().


ÑS: 
a/  [image: image2311.wmf]12
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b/  [image: image2312.wmf]0
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d/  [image: image2314.wmf]526
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Baøi 34. Cho hình laäp phöông ABCD.A(B(C(D(  coù caùc caïnh baèng 2. Goïi M, N laø trung ñieåm AB vaø DD(.


a.
Chöùng minh MN // (BDC(). Tính MN vaø d(MN, (BDC()).


b.
Goïi P laø trung ñieåm C(D( . Tính VC.MNP vaø goùc giöõa MN vaø BD.


c.
Tính baùn kính R cuûa ñöôøng troøn (A/BD).


ÑS: 
a/  [image: image2315.wmf]3
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b/  [image: image2316.wmf]130
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c/  [image: image2317.wmf]26
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Baøi 35. Cho laêng truï OAB.O(A(D ñaùy (OAB vuoâng taïi O, OA= a, OB = b, OO/ = h. Maët phaúng (P) qua O vuoâng goùc AB(.


a.
Tìm ñieàu kieän a, b, h ñeå () caét caïnh AB, AA/ taïi I, J (I, J khoâng truøng A, B, A/).

b.
Vôùi ñieàu kieän treân haõy tính: SOIJ  vaø tæ soá theå tích 2 phaàn do thieát dieän chia laêng truï.


ÑS: 
a/  [image: image2318.wmf]ah
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Baøi 36. Cho töù dieän SABC coù ABC laø tam giaùc vuoâng taïi A, [image: image2320.wmf]SCABC
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^

 vaø  SC = AB = AC = [image: image2321.wmf]2

a

. Caùc ñieåm M thuoäc SA vaø N thuoäc BC sao cho AM = CN = t  (0 < t < 2a)


a.
Tính ñoä daøi ñoaïn MN, tìm t ñeå ñoaïn MN ngaén nhaát.


b.
Khi MN ngaén nhaát, chöùng minh raèng MN laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa BC vaø SA.


ÑS: 
a/  [image: image2322.wmf]22
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b/  [image: image2323.wmf]MNAMMNCN
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Baøi 37. Cho hình choùp SABC coù ñaùy ABC laø tam giaùc vuoâng taïi B, coù AB= 3, BC = 4. Caïnh beân [image: image2324.wmf]SAABC
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^

 vaø SA = 4.


a.
Tìm taâm vaø baùn kính maët caàu ngoaïi tieáp hình choùp SABC.


b.
Treân AB laáy 1 ñieåm E vôùi AE = x. Maët phaúng (P) qua E song song vôùi SA vaø BC caét hình choùp theo thieát dieän laø hình gì?  Tính dieän tích thieát dieän. Tìm x ñeå dieän tích naøy lôùn nhaát.


ÑS: 
a/  [image: image2325.wmf]41
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b/  [image: image2326.wmf]3
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Baøi 38. Cho tam giaùc ñeàu SAD vaø hình vuoâng ABCD caïnh a naèm trong 2 maët phaúng vuoâng goùc nhau. Goïi I laø trung ñieåm cuûa AD, M laø trung ñieåm cuûa AB, F laø trung ñieåm cuûa SB.


a.
Chöùng minh raèng maët phaúng [image: image2327.wmf]CMFSIB

()()

^

.


b.
Tính khoaûng caùch giöõa 2 ñöôøng thaúng AB vaø SD giöõa CM vaø SA.


ÑS: 
b/  [image: image2328.wmf]33
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Baøi 39. Cho hình laêng truï ñöùng ABCD.A(B(C(D( coù ñaùy ABCD laø hình thoi caïnh a, goùc [image: image2329.wmf]·
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. Goïi M laø trung ñieåm caïnh AA( vaø N laø trung ñieåm caïnh CC(.


a.
Chöùng minh raèng 4 ñieåm B(, M, D, N cuøng thuoäc moät maët phaúng.


b.
Tính caïnh AA( theo a ñeå töù giaùc B(MDN laø hình vuoâng.


ÑS: 
b/  [image: image2330.wmf]2
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[image: image2331]
Baøi 1:
(A–2002) Cho hình choùp tam giaùc ñeàu S.ABC ñænh S, coù ñoä daøi caïnh ñaùy baèng a. Goïi M vaø N laàn löôït laø caùc trung ñieåm cuûa caùc caïnh SB vaø SC. Tính theo a dieän tích tam giaùc AMN, bieát raèng maët phaúng (AMN) vuoâng goùc vôùi maët phaúng (SBC).

ÑS: 
[image: image2332.wmf]2
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Baøi 2:
(A–2002) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz, cho hai ñöôøng thaúng:
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a.
Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa ñöôøng thaúng 1 vaø song song vôùi ñöôøng thaúng 2.

b.
Cho ñieåm M(2; 1; 4). Tìm toïa ñoä ñieåm H thuoäc ñöôøng thaúng2 sao cho ñoaïn thaúng MH coù ñoä daøi nhoû nhaát.

ÑS: 
a/   [image: image2335.wmf]20
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b/  [image: image2336.wmf]233
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Baøi 3:
(B–2002) Cho hình laäp phöông ABCDA1B1C1D1 coù caïnh baèng a.

a.
Tính theo a khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng A1B vaø B1D.


b.
Goïi M, N, P laàn löôït laø caùc trung ñieåm cuûa caùc caïnh BB1, CD, A1D1. Tính goùc giöõa hai ñöôøng thaúng MP vaø C1N.


ÑS: 
a/  [image: image2337.wmf]6
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b/  [image: image2338.wmf]1
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Baøi 4:
(D–2002) Cho hình töù dieän ABCD coù caïnh AD vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC); 
AC = AD = 4cm; AB = 3cm; BC = 5cm. Tính khoaûng caùch töø ñieåm A tôùi maët phaúng (BCD).

ÑS: 
[image: image2339.wmf]634
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Baøi 5:
(D–2002) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz, cho maët phaúng 


(P): 2x – y + 2 = 0 vaø ñöôøng thaúng dm: [image: image2340.wmf]21110
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   (m laø tham soá).  

Xaùc ñònh m ñeå ñöôøng thaúng dm song song vôùi maët phaúng (P).

ÑS: 
[image: image2341.wmf]1
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Baøi 6:
(A–2003) Cho hình laäp phöông ABCD.A/B/C/D/. Tính soá ño cuûa goùc phaúng nhò dieän [B, A/C, D].

ÑS: 
[image: image2342.wmf]120
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Baøi 7:
(A–2003) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz, cho hình hoäp chöõ nhaät ABCD.A/B/C/D/ coù A truøng vôùi goác cuûa heä toïa ñoä, B(a; 0; 0), D(0; a; 0), A/(0; 0; b)  (a >0, b > 0). Goïi M laø trung ñieåm caïnh CC/.

a.
Tính theå tích khoái töù dieän BDA/M theo a vaø b.


b.
Xaùc ñònh tyû soá [image: image2343.wmf]a

b

 ñeå hai maët phaúng (A/BD) vaø (MBD) vuoâng goùc vôùi nhau. 


ÑS: 
a/  [image: image2344.wmf]2

4

ab

;




b/  [image: image2345.wmf]1
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Baøi 8:
(B–2003) Cho hình laêng truï ñöùng ABCD.A/B/C/D/ coù ñaùy ABCD laø moät hình thoi caïnh a, goùc [image: image2346.wmf]·
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. Goïi M laø trung ñieåm caïnh AA/ vaø Nlaø trung ñieåm caïnh CC/. Chöùng minh raèng boán ñieåm B/, M, D, N cuøng thuoäc moät maët phaúng. Haõy tính ñoä daøi caïnh AA/ theo a ñeå töù giaùc B/MDN laø hình vuoâng.

ÑS: 
[image: image2347.wmf]2
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Baøi 9:
(B–2003) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz, cho hai ñieåm 
A(2; 0; 0), B(0; 0; 8) vaø ñieåm C sao cho [image: image2348.wmf]060
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. Tính khoaûng caùch töø trung ñieåm I cuûa BC ñeán ñöôøng thaúng OA.

ÑS: 
5.

Baøi 10: (D–2003) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz, cho ñöôøng thaúng:
[image: image2349.wmf]320
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Tìm k ñeå ñöôøng thaúng (dk) vuoâng goùc vôùi maët phaúng (P): x – y – 2z + 5 = 0.


ÑS: 
k = 1.

Baøi 11: (D–2003) Cho hai maët phaúng (P) vaø (Q) vuoâng goùc vôùi nhau, coù giao tuyeán laø ñöôøng thaúng . Treân  laáy hai ñieåm A, B vôùi AB= a. Trong maët phaúng (P) laáy ñieåm C, trong maët phaúng (Q) laáy ñieåm D sao cho AC, BD cuøng vuoâng goùc vôùi  vaø AC = BD = AB. Tính baùn kính maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD vaø tính khoaûng caùch töø A ñeán maët phaúng (BCD) theo a.

ÑS: 
[image: image2350.wmf]32
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Baøi 12: (A–2004) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình thoi, AC caét BD taïi goác toïa ñoä O. Bieát A(2; 0; 0), B(0; 1; 0), [image: image2351.wmf]0022
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.  Goïi M laø trung ñieåm cuûa caïnh SC.

a.
Tính goùc vaø khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng SA, BM.


b.
Giaû söû maët phaúng (ABM) caét ñöôøng thaúng SD taïi ñieåm N. Tính theå tích khoái choùp S.ABMN.


ÑS: 
a/  [image: image2352.wmf]26
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Baøi 13: (B–2004) Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù caïnh ñaùy baèng a, goùc giöõa caïnh beân vaø maët ñaùy baèng ([image: image2353.wmf]090
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. Tính tang cuûa goùc giöõa hai maët phaúng (SAB) vaø (ABCD) theo . Tính theå tích khoái choùp S.ABCD theo a vaø .

ÑS: 
[image: image2354.wmf]2
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Baøi 14: (B–2004) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ñieåm A(-4; -2; 4) vaø ñöôøng thaúng 
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Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  ñi qua ñieåm A, caét vaø vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng d.

ÑS: 
[image: image2356.wmf]424

321

xyz

():

D

++-

==

-

.

Baøi 15: (D–2004) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho hình laêng truï ñöùng ABC.A1B1C1. Bieát A(a; 0; 0), B(-a; 0; 0), C(0; 1; 0), B1(-a; 0; b), a > 0, b > 0.

a.
Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng B1C vaø AC1 theo a, b.


b.
Cho a, b thay ñoåi, nhöng luoân thoûa maõn a + b = 4. Tìm a, b ñeå khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng B1C vaø AC1  lôùn nhaát. 


ÑS: 
a/  [image: image2357.wmf]22
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b/  [image: image2358.wmf]22
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Baøi 16: (D–2004) Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz, cho ba ñieåm A(2; 0; 1), B(1; 0; 0), C(1; 1; 1) vaø maët phaúng (P): x + y + z – 2 = 0. Vieát phöông trình maët caàu ñi qua ba ñieåm A, B, C vaø coù taâm thuoäc maët phaúng (P).

ÑS: 
[image: image2359.wmf]222
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Baøi 17: (A–2005) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng d: [image: image2360.wmf]133
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 vaø maët phaúng (P): [image: image2361.wmf]2290
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a) Tìm toaï ñoä ñieåm I thuoäc d sao cho khoaûng caùch töø I ñeán maët phaúng (P) baèng 2.


b) Tìm toaï ñoä giao ñieåm A cuûa ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng (P). Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ( naèm trong maët phaúng (P), bieát ( ñi qua A vaø vuoâng goùc vôùi d.


ÑS: 
a) [image: image2362.wmf]12
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(: [image: image2363.wmf]1

4

xt

y

zt

ì

=

ï

=-

í

ï

=+

î


Baøi 18: (B–2005) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho hình laêng truï ñöùng ABC.A(B(C( vôùi A(0; –3; 0), B(3; 0; 0), C(0; 3; 0), B((4; 0; 4).


a) Tìm toaï ñoä caùc ñænh A(, C(. Vieát phöông trình maët caàu coù taâm laø A vaø tieáp xuùc vôùi maët phaúng (BCC(B().


b) Goïi M laø trung ñieåm cuûa A(B(. Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua hai ñieåm A, M vaø song song vôùi BC(. Maët phaúng (P) caét ñöôøng thaúng A(C( taïi ñieåm N. Tính ñoä daøi ñoaïn MN.


ÑS: 
a) A( (0; –3; 4), C( (0; 3; 4);
(S): [image: image2364.wmf]222
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b) (P): [image: image2365.wmf]42120
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MN = [image: image2366.wmf]17
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Baøi 19: (D–2005) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho hai ñöôøng thaúng 
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a) Chöùng minh raèng d1 vaø d2 song song vôùi nhau. Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa caû hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2.


b) Maët phaúng toaï ñoä Oxz caét hai ñöôøng thaúng d1, d2 laàn löôït taïi caùc ñieåm A, B. Tính dieän tích tam giaùc OAB (O laø goác toaï ñoä).


ÑS:
a) (P): [image: image2368.wmf]151117100

xyz

+--=


b) S(OAB = 5

Baøi 20: (A–2006) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho hình laäp phöông ABCD.A(B(C(D( vôùi A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), D(0; 1; 0), A((0; 0; 1). Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB, CD.


a) Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng A(C vaø MN.


b) Vieát phöông trình maët phaúng chöùa A(C vaø taïo vôùi maët phaúng Oxy moät goùc (, bieát [image: image2369.wmf]1
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ÑS:
a) d(A(C, MN) = [image: image2370.wmf]1
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b) (Q1): [image: image2371.wmf]210
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Baøi 21: (A–2006) Cho hình truï coù caùc ñaùy laø hai hình troøn taâm O vaø O(, baùn kính ñaùy baèng chieàu cao vaø baèng a. Treân ñöôøng troøn ñaùy taâm O laáy ñieåm A, treân ñöôøng troøn ñaùy taâm O( laáy ñieåm B sao cho AB = 2a. Tính theå tích cuûa khoái töù dieän OO(AB.


ÑS:
V = [image: image2373.wmf]3

3

12

a

.

Baøi 22: (B–2006) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho ñieåm A(0; 1; 2) vaø hai ñöôøng thaúng:
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a) Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua A, ñoàng thôøi song song vôùi d1 vaø d2.


b) Tìm toaï ñoä caùc ñieåm M thuoäc d1, N thuoäc d2 sao cho ba ñieåm A, M, N thaúng haøng.


ÑS:
a) (P): [image: image2375.wmf]3530

xyz
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b) M(0; 1; –1), N(0; 1; 1).

Baøi 23: (B–2006) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình chöõ nhaät vôùi AB = a, AD = [image: image2376.wmf]2

a

, SA = a vaø SA vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABCD). Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AD vaø SC; I laø giao ñieåm cuûa BM vaø AC. Chöùng minh raèng maët phaúng (SAC) vuoâng goùc vôùi  maët phaúng (SMB). Tính theå tích cuûa khoái töù dieän ANIB.


ÑS:
VAINB = [image: image2377.wmf]3

2

36

a

.

Baøi 24: (D–2006) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho ñieåm A(1; 2; 3) vaø hai ñöôøng thaúng:





[image: image2378.wmf]12
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a) Tìm toaï ñoä ñieåm A( ñoái xöùng vôùi ñieåm A qua ñöôøng thaúng d1.


b) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng ( ñi qua A, vuoâng goùc vôùi d1 vaø caét d2.


ÑS:
a) A( (–1; –4; 1)
b) (: [image: image2379.wmf]123

135
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==

--


Baøi 25: (D–2006) Cho hình choùp tam giaùc S.ABC coù ñaùy ABC laø tam giaùc ñeàu caïnh a, SA = 2a vaø SA vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABC). Goïi M vaø N laàn löôït laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa A treân caùc ñöôøng thaúng SB vaø SC. Tính theå tích cuûa khoái choùp A.BCNM.


ÑS:
V = [image: image2380.wmf]3
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.
Baøi 26: (A–2007) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho hai ñöôøng thaúng:
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a) Chöùng minh raèng d1 vaø d2 cheùo nhau.


b) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d vuoâng goùc vôùi maët phaúng (P): [image: image2382.wmf]740

xyz

+-=

 vaø caét hai ñöôøng thaúng d1, d2.

ÑS:
b) d: [image: image2383.wmf]21
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Baøi 27: (A–2007) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy laø hình vuoâng caïnh a, maët beân SAD laø tam giaùc ñeàu vaø naèm trong maët phaúng vuoâng goùc vôùi ñaùy. Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh SB, BC, CD. Chöùng minh AM vuoâng goùc vôùi BP vaø tính theå tích cuûa khoái töù dieän CMNP.


ÑS:
VCMNP = [image: image2384.wmf]3

3

96

a

.
Baøi 28: (B–2007) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho maët caàu (S) vaø maët phaúng (P) coù phöông trình: (S): [image: image2385.wmf]222
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, (P): [image: image2386.wmf]22140

xyz
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.


a) Vieát phöông trình maët phaúng (Q) chöùa truïc Ox vaø caét (S) theo moät ñöôøng troøn coù baùn kính baèng 3.


b) Tìm toaï ñoä ñieåm M thuoäc maët caàu (S) sao cho khoaûng caùch töø M ñeán maët phaúng (P) lôùn nhaát.


ÑS:
a) (Q): [image: image2387.wmf]20

yz

-=



b) [image: image2388.wmf]113

M

(;;)

---

.

Baøi 29: (B–2007) Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù ñaùy laø hình vuoâng caïnh a. Goïi E laø ñieåm ñoái xöùng cuûa D qua trung ñieåm cuûa SA, M laø trung ñieåm cuûa AE, N laø trung ñieåm cuûa BC. Chöùng minh MN vuoâng goùc vôùi BD vaø tính (theo a) khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng MN vaø AC.

ÑS:
d(MN, AC) = [image: image2389.wmf]2
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a

.

Baøi 30: (D–2007) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho hai ñieåm A(1; 4; 2), B(–1; 2; 4) vaø ñöôøng thaúng (: [image: image2390.wmf]12
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.


a) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d ñi qua troïng taâm G cuûa tam giaùc OAB vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng (OAB).


b) Tìm toaï ñoä ñieåm M thuoäc ñöôøng thaúng ( sao cho [image: image2391.wmf]22
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 nhoû nhaát.


ÑS:
a) d: [image: image2392.wmf]22
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b) M(–1; 0; 4).

Baøi 31: (D–2007) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy laø hình thang, [image: image2393.wmf]·

·
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90
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==

, BA = BC = a, AD = 2a. Caïnh beân SA vuoâng goùc vôùi ñaùy vaø SA = [image: image2394.wmf]2

a

. Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa A treân SB. Chöùng minh (SCD vuoâng vaø tính (theo a) khoaûng caùch töø H ñeán maët phaúng (SCD).


ÑS:
d(H, (SCD)) = [image: image2395.wmf]3

a

.

Baøi 32: (A–2008) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho ñieåm A(2; 5; 3) vaø ñöôøng thaúng 






[image: image2396.wmf]12
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a) Tìm toaï ñoä hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñieåm A treân ñöôøng thaúng d.


b) Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa d sao cho khoaûng caùch töø A ñeán (P) lôùn nhaát.


ÑS:
a) H(3; 1; 4)

b) (P): [image: image2397.wmf]430
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-+-=


Baøi 33: (A–2008) Cho laêng truï ABC.A(B(C( coù ñoä daøi caïnh beân baèng 2a, ñaùy ABC laø tam giaùc vuoâng taïi A, AB = a, AC = [image: image2398.wmf]3

a

 vaø hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñænh A( treân maët phaúng (ABC) laø trung ñieåm cuûa caïnh BC. Tính theo a theå tích khoái choùp A(.ABC vaø tính cosin cuûa goùc giöõa hai ñöôøng thaúng AA(, B(C(.


ÑS:
 V = [image: image2399.wmf]3
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 [image: image2400.wmf]1
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Baøi 34: (B–2008) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho ba ñieåm A(0; 1; 2), B(2; –2; 1), C(–2; 0; 1).


a) Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua ba ñieåm A, B, C.


b) Tìm toaï ñoä cuûa ñieåm M thuoäc maët phaúng [image: image2401.wmf]2230

xyz
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 sao cho MA = MB = MC.


ÑS:
a) [image: image2402.wmf]2460
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b) M(2; 3; –7).

Baøi 35: (B–2008) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh 2a, SA = a, SB = [image: image2403.wmf]3

a

 vaø maët phaúng (SAB) vuoâng goùc vôùi maët phaúng ñaùy. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh AB, BC. Tính theo a theå tích cuûa khoái choùp S.BMDN vaø tính cosin cuûa goùc giöõa hai ñöôøng thaúng SM, DN.


ÑS:
 V = [image: image2404.wmf]3
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 [image: image2405.wmf]5
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Baøi 36: (D–2008) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho boán ñieåm A(3; 3; 0), B(3; 0; 3),  C(0; 3; 3), D(3; 3; 3).


a) Vieát phöông trình maët caàu ñi qua boán ñieåm A, B, C, D.


b) Tìm toaï ñoä taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC.


ÑS:
a) [image: image2406.wmf]222
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b) H(2; 2; 2).

Baøi 37: (D–2008) Cho laêng truï ñöùng ABC.A(B(C( coù ñaùy ABC laø tam giaùc vuoâng, AB = BC = a, caïnh beân AA( = [image: image2407.wmf]2

a

. Goïi M laø trung ñieåm cuûa caïnh BC. Tính theo a theå tích cuûa khoái laêng truï ABC.A(B(C( vaø khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng AM, B(C.


ÑS:
V = [image: image2408.wmf]3

2

2

a

;

d = [image: image2409.wmf]7

7

a

. 

Baøi 38: (A–2009) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình thang vuoâng taïi A vaø D; AB = AD = 2a, CD = a; goùc giöõa hai maët phaúng (SBC) vaø (ABCD) baèng [image: image2410.wmf]0

60

. Goïi I laø trung ñieåm cuûa caïnh AD. Bieát hai maët phaúng (SBI) vaø (SCI) cuøng vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABCD), tính theå tích khoái choùp S.ABCD theo a.


ÑS:
V = [image: image2411.wmf]3

315
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Baøi 39: (A–2009) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho maët phaúng (P): [image: image2412.wmf]2240
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 vaø maët caàu (S): [image: image2413.wmf]222
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. Chöùng minh raèng maët phaúng (P) caét maët caàu (S) theo moät ñöôøng troøn. Xaùc ñònh toaï ñoä taâm vaø tính baùn kính cuûa ñöôøng troøn ñoù.


ÑS:
H(3; 0; 2),
r = 4.

Baøi 40: (A–2009) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho maët phaúng (P): [image: image2414.wmf]2210
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 va hai ñöôøng thaúng [image: image2415.wmf]12

19131

116212

xyzxyz

:,:

DD

++--+

====

-

. Xaùc ñònh toaï ñoä ñieåm M thuoäc ñöôøng thaúng (1 sao cho khoaûng caùch töø M ñeán ñöôøng thaúng (2 vaø khoaûng caùch töø M ñeán maët phaúng (P) baèng nhau.


ÑS:
[image: image2416.wmf]18533
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Baøi 41: (B–2009) Cho hình laêng truï tam giaùc ABC.A(B(C( coù BB( = a, goùc giöõa ñöôøng thaúng BB( vaø maët phaúng (ABC) baèng [image: image2417.wmf]0

60

; tam giaùc ABC vuoâng taïi C vaø [image: image2418.wmf]·
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60
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=

. Hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñieåm B( leân maët phaúng (ABC) truøng vôùi troïng taâm cuûa tam giaùc ABC. Tính theå tích khoái töù dieän A(.ABC theo a.


ÑS:
V = [image: image2419.wmf]3
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a
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Baøi 42: (B–2009) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho töù dieän ABCD coù caùc ñænh A(1; 2; 1), B(–2; 1; 3), C(2; –1; 1) vaø D(0; 3; 1). Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua A, B sao cho khoaûng caùch töø C ñeán (P) baèng khoaûng caùch töø D ñeán (P).


ÑS:
(P): [image: image2420.wmf]427150
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 hoaëc (P):[image: image2421.wmf]2350
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Baøi 43: (B–2009) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho maët phaúng (P): [image: image2422.wmf]2250

xyz

-+-=

 vaø hai ñieåm A(–3; 0; 1), B(1; –1; 3). Trong caùc ñöôøng thaúng ñi qua A vaø song song vôùi (P), haõy vieát phöông trình ñöôøng thaúng maø khoaûng caùch töø B ñeán ñöôøng thaúng ñoù laø nhoû nhaát.


ÑS:
(: [image: image2423.wmf]31
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Baøi 44: (D–2009) Cho hình laêng truï ñöùng ABC. A(B(C( coù ñaùy ABC laø tam giaùc vuoâng taïi B, AB = a, AA( = 2a, A(C = 3a. Goïi M laø trung ñieåm cuûa ñoaïn thaúng A(C(, I laø giao ñieåm cuûa AM vaø A(C. Tính theo a theå tích khoái töù dieän IABC vaø khoaûng caùch töø ñieåm A ñeán maët phaúng (IBC).


ÑS:
V = [image: image2424.wmf]3
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,
d = [image: image2425.wmf]25
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Baøi 45: (D–2009) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho caùc ñieåm A(2; 1; 0), B(1; 2; 2), C(1; 1; 0) vaø maët phaúng (P): [image: image2426.wmf]200
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. Xaùc ñònh toaï ñoä ñieåm D thuoäc ñöôøng thaúng AB sao cho ñöôøng thaúng CD song song vôùi maët phaúng (P).


ÑS:
[image: image2427.wmf]51
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Baøi 46: (D–2009) Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz, cho ñöôøng thaúng [image: image2428.wmf]22
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 vaø maët phaúng (P): [image: image2429.wmf]2340
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. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d naèm trong (P) sao cho d caét vaø vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng (.


ÑS:
d: [image: image2430.wmf]3
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.[image: image2448.wmf]1

sin()cos()(0)

axbdxaxbCa

a

+=-++¹

ò


f(x) coù chöùa�
Caùch ñoåi bieán�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
	� EMBED Equation.DSMT4  ���


hoaëc	� EMBED Equation.DSMT4  ����
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
	� EMBED Equation.DSMT4  ���


hoaëc	� EMBED Equation.DSMT4  ����
�






( � EMBED Equation.DSMT4  ���		


( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ����
( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ����
�
( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ����
( � EMBED Equation.DSMT4  ���


( � EMBED Equation.DSMT4  ����
�


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































I. NGUYEÂN HAØM 


CHÖÔNG III


NGUYEÂN HAØM, TÍCH PHAÂN VAØ ÖÙNG DUÏNG





CHÖÔNG III


NGUYEÂN HAØM, TÍCH PHAÂN VAØ ÖÙNG DUÏNG





II. TÍCH PHAÂN 





f(x) coù chöùa�
Caùch ñoåi bieán�
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
	� EMBED Equation.DSMT4  ���


hoaëc	� EMBED Equation.DSMT4  ����
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
	� EMBED Equation.DSMT4  ���


hoaëc	� EMBED Equation.DSMT4  ����
�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
	� EMBED Equation.DSMT4  ���


hoaëc	� EMBED Equation.DSMT4  ����
�






�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
� EMBED Equation.DSMT4  ����
� EMBED Equation.DSMT4  ����
� EMBED Equation.DSMT4  ����
�
u�
P(x)�
P(x)�
P(x)�
lnx�
�
dv�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
� EMBED Equation.DSMT4  ����
� EMBED Equation.DSMT4  ����
P(x)�
�






III. ÖÙNG DUÏNG TÍCH PHAÂN 





IV. OÂN TAÄP TÍCH PHAÂN 





CHÖÔNG IV


SOÁ PHÖÙC





I. SOÁ PHÖÙC 





II. OÂN TAÄP SOÁ PHÖÙC 





CHÖÔNG III


PHÖÔNG PHAÙP TOAÏ ÑOÄ TRONG KHOÂNG GIAN 





I. VECTÔ TRONG KHOÂNG GIAN





II. HEÄ TOAÏ ÑOÄ TRONG KHOÂNG GIAN





III. PHÖÔNG TRÌNH MAËT PHAÚNG





Caùc heä soá�
Phöông trình maët phaúng (()�
Tính chaát maët phaúng (()�
�
D = 0�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
(() ñi qua goác toaï ñoä O�
�
A = 0�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
(() // Ox hoaëc (() ( Ox�
�
B = 0	�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
(() // Oy hoaëc (() ( Oy�
�
C = 0�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
(() // Oz hoaëc (() ( Oz�
�
A = B = 0�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
(() // (Oxy) hoaëc (() ( (Oxy)�
�
A = C = 0�
� EMBED Equation.DSMT4  ����
(() // (Oxz) hoaëc (() ( (Oxz)�
�
B = C = 0�
� EMBED Equation.DSMT4  ���	�
(() // (Oyz) hoaëc (() ( (Oyz)�
�






IV. PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG





V. GIAÛI TOAÙN HÌNH HOÏC KHOÂNG GIAN 


BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP TOAÏ ÑOÄ





MOÄT SOÁ VÍ DUÏ








C





B





A





x





z





y





H





O





z





S





E





A





D





x





M





B





y





H





C





P





N





I





m





Q





O





a











2a





C





z





y





x





B





A





O





a





b





P





c





M





N





z





S





B





x





C





y





D





N





M





K





L





a





2a





A





k





I

















z





S





x





A





� EMBED Equation.DSMT4  ���





B





y





C





D





O





h





a











a





b





D





y





x





B





S





z





2a





M





m





A





C





N





z





A/





D/





B/





C/





A





D





B





C





k





y





z





a





N





M





k





A/





D/





C/





B/





A





D





C





B





y





x





z





N





a





K





L





M





I/





R/





C





(C)





(S)





I





R





J





r





ÑEÀ THI CHUNG CUÛA BOÄ GD-ÑT








Trang 102
Trang 103

[image: image2449.wmf]1

,(0)

axbaxb

edxeCa

a

++

=+¹

ò

[image: image2450.wmf]11

ln

dxaxbC

axba

=++

+

ò

[image: image2451.wmf]22

ax

-

[image: image2452.wmf]sin,

22

xatt

=-££

pp

[image: image2453.wmf]cos,0

xatt

=££

p

[image: image2454.wmf]22

ax

+

[image: image2455.wmf]tan,

22

xatt

=-<<

pp

[image: image2456.wmf]cot,0

xatt

=<<

p

[image: image2457.wmf]22

xa

-

[image: image2458.wmf]{

}

,;\0

sin22

a

xt

t

éù

=Î-

êú

ëû

pp

[image: image2459.wmf][

]

,0;\

cos2

a

xt

t

ìü

=Î

íý

îþ

p

p

[image: image2460.wmf]().

b

x

a

Pxedx

ò

[image: image2461.wmf]().cos

b

a

Pxxdx

ò

[image: image2462.wmf]().sin

b

a

Pxxdx

ò

[image: image2463.wmf]().n

b

a

Pxlxdx

ò

[image: image2464.wmf]x

edx

[image: image2465.wmf]cos

xdx

[image: image2466.wmf]sin

xdx

[image: image2467.wmf]0

AxByCz

++=

[image: image2468.wmf]0

ByCzD

++=

[image: image2469.wmf]0

AxCzD

++=

[image: image2470.wmf]0

AxByD

++=

[image: image2471.wmf]0

CzD

+=

[image: image2472.wmf]0

ByD

+=

[image: image2473.wmf]0

AxD

+=

[image: image2474.wmf]23

[image: image2475.png])}(QLO)




_1303662119.unknown

_1304009612.unknown

_1304097908.unknown

_1305308497.unknown

_1305308564.unknown

_1305308652.unknown

_1305308717.unknown

_1305308529.unknown

_1305308417.unknown

_1305308429.unknown

_1304097920.unknown

_1304097853.unknown

_1304097893.unknown

_1304009630.unknown

_1303753924.unknown

_1303754082.unknown

_1304009509.unknown

_1303753956.unknown

_1303753855.unknown

_1303748069.unknown

_1303748165.unknown

_1303748177.unknown

_1303748230.unknown

_1303748135.unknown

_1303662168.unknown

_1303663223.unknown

_1303748047.unknown

_1303663237.unknown

_1303663209.unknown

_1303662138.unknown

_1303661961.unknown

_1303662015.unknown

_1303662093.unknown

_1303661995.unknown

_1303661650.unknown

_1303661929.unknown

_1303661627.unknown

_1171314140.unknown

