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Baøi 3: Tìm caùc giôùi haïn sau:
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Baøi 4: Tìm caùc giôùi haïn sau:
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Baøi 5: Tìm caùc giôùi haïn sau:
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Baøi 6: Tìm caùc giôùi haïn sau:
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Baøi 7: Tìm caùc giôùi haïn sau:
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Baøi 8: Tìm caùc giôùi haïn moät beân cuûa haøm soá taïi ñieåm ñöôïc chæ ra:
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Baøi 9:  Tìm giaù trò cuûa m ñeå caùc haøm soá sau coù giôùi haïn taïi ñieåm ñöôïc chæ ra::
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III. Haøm soá lieân tuïc
1. Haøm soá lieân tuïc taïi moät ñieåm:
y = f(x) lieân tuïc taïi x0 ( 
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( Ñeå xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá y = f(x) taïi ñieåm x0 ta thöïc hieän caùc böôùc:




B1: Tính   f(x0).
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B3: So saùnh 
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2. Haøm soá lieân tuïc treân moät khoaûng: y = f(x) lieân tuïc taïi moïi ñieåm thuoäc khoaûng ñoù.

3. Haøm soá lieân tuïc treân moät ñoaïn [a; b]: y = f(x) lieân tuïc treân (a; b) vaø 
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4. ( Haøm soá ña thöùc lieân tuïc treân R.

    ( Haøm soá phaân thöùc, caùc haøm soá löôïng giaùc lieân tuïc treân töøng khoaûng xaùc ñònh cuûa chuùng.
5. Giaû söû y = f(x), y = g(x) lieân tuïc taïi ñieåm x0. Khi ñoù:


(  Caùc haøm soá y = f(x) + g(x), y = f(x) – g(x), y = f(x).g(x) lieân tuïc taïi x0.


( Haøm soá y = 
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 lieân tuïc taïi x0 neáu g(x0) ( 0.

6. Neáu y = f(x) lieân tuïc treân [a; b] vaø f(a). f(b)< 0 thì toàn taïi ít nhaát moät soá c ( (a; b): f(c) = 0.

Noùi caùch khaùc: Neáu y = f(x) lieân tuïc treân [a; b] vaø f(a). f(b)< 0 thì phöông trình f(x) = 0 coù ít nhaát moät nghieäm  c( (a; b).

Môû roäng: Neáu y = f(x) lieân tuïc treân [a; b]. Ñaët m = 
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. Khi ñoù vôùi moïi T ( (m; M) luoân toàn taïi ít nhaát moät soá c ( (a; b): f(c) = T.
Baøi 1: Xeùt tính lieân tuïc cuûa haøm soá taïi ñieåm ñöôïc chæ ra:
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Baøi 2: Tìm m, n ñeå haøm soá lieân tuïc taïi ñieåm ñöôïc chæ ra:
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Baøi 3: Xeùt tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá sau treân taäp xaùc ñònh cuûa chuùng:
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Baøi 4: Tìm caùc giaù trò cuûa m ñeå caùc haøm soá sau lieân tuïc treân taäp xaùc ñònh cuûa chuùng:
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Baøi 5: Chöùng minh raèng caùc phöông trình sau coù 3 nghieäm phaân bieät:
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Baøi 6: Chöùng minh raèng caùc phöông trình sau luoân coù nghieäm:
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Baøi 7: Chöùng minh raèng phöông trình: 
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Baøi 8: Chöùng minh raèng caùc phöông trình sau luoân coù nghieäm vôùi moïi giaù trò cuûa tham soá:

a) 
[image: image230.wmf]3

(1)(2)230

mxxx

--+-=





b) 
[image: image231.wmf]42

220

xmxmx

+--=


c) 
[image: image232.wmf]()()()()()()0

axbxcbxcxacxaxb

--+--+--=


d) 
[image: image233.wmf]232

(1)(1)30

mxxx

-++--=


e) 
[image: image234.wmf]coscos20

xmx

+=






f) 
[image: image235.wmf](2cos2)2sin51

mxx

-=+


Baøi 9: Chöùng minh caùc phöông trình sau luoân coù nghieäm:
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Baøi 10: Chöùng minh raèng phöông trình: 
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1. Ñònh nghóa ñaïo haøm taïi moät ñieåm

( Cho haøm soá y = f(x) xaùc ñònh treân khoaûng (a; b) vaø x0 ( (a; b):
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((x = x – x0, (y = f(x0 + (x) – f(x0)


( Neáu haøm soá y = f(x) coù ñaïo haøm taïi x0 thì noù lieân tuïc taïi dieåm ñoù.

2. YÙ nghóa cuûa ñaïo haøm


( YÙ nghóa hình hoïc:  


+ f( (x0) laø heä soá goùc cuûa tieáp tuyeán cuûa ñoà thò haøm soá y = f(x) taïi 
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+ Khi ñoù phöông trình tieáp tuyeán cuûa ñoà thò haøm soá y = f(x) taïi 
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y – y0 = f( (x0).(x – x0)


( YÙ nghóa vaät lí: 


+ Vaän toác töùc thôøi cuûa chuyeån ñoäng thaúng xaùc ñònh bôûi phöông trình s = s(t) taïi thôøi ñieåm t0 laø v(t0) = s((t0).

+ Cöôøng ñoä töùc thôøi cuûa ñieän löôïng Q = Q(t) taïi thôøi ñieåm t0 laø I(t0) = Q((t0).

3. Qui taéc tính ñaïo haøm

( (C)' = 0

(x)( = 1


(xn)( = n.xn–1 
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( (u ( v)( = u( ( v(
(uv)( = u(v + v(u
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( Ñaïo haøm cuûa haøm soá hôïp:  Neáu u = g(x) coù ñaïo haøm taïi x laø u(x vaø haøm soá y = f(u) coù ñaïo haøm taïi u laø y(u thì haøm soá hôïp y = f(g(x) coù ñaïo haøm taïi x laø:  
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4. Ñaïo haøm cuûa haøm soá löôïng giaùc
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(  (sinx)( = cosx

(cosx)( = – sinx
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5. Vi phaân
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6. Ñaïo haøm caáp cao
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Gia toác töùc thôøi cuûa chuyeån ñoäng s = f(t) taïi thôøi ñieåm t0 laø a(t0) = f(((t0).
VAÁN ÑEÀ 1: Tính ñaïo haøm baèng ñònh nghóa


Ñeå tính ñaïo haøm cuûa haøm soá y = f(x) taïi ñieåm x0 baèng ñònh nghóa ta thöïc hieän caùc böôùc:


B1: Giaû söû (x laø soá gia cuûa ñoái soá taïi x0. Tính (y = f(x0 + (x) – f(x0).


B2: Tính 
[image: image261.wmf]x0
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Baøi 11: Duøng ñònh nghóa tính ñaïo haøm cuûa caùc haøm soá sau taïi ñieåm ñöôïc chæ ra:

a) 

[image: image262.wmf]2
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  taïi 
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b) 
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  taïi x0 = –3
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  taïi x0 = 2

d) 
[image: image266.wmf]yf(x)sinx
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taïi x0 =
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e) 
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  taïi x0 = 1

f) 
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  taïi x0 = 0
Baøi 12: Duøng ñònh nghóa tính ñaïo haøm cuûa caùc haøm soá sau:

a) 

[image: image270.wmf]2
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b) 
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c) 
[image: image272.wmf]f(x)x1,(x1)
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e) 
[image: image274.wmf]f(x)sinx
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f) 
[image: image275.wmf]1
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VAÁN ÑEÀ 2: Tính ñaïo haøm baèng coâng thöùc
Ñeå tính ñaïo haøm cuûa haøm soá y = f(x) baèng coâng thöùc ta söû duïng caùc qui taéc tính ñaïo haøm. 


Chuù yù qui taéc tính ñaïo haøm cuûa haøm soá hôïp.
Baøi 1: Tính ñaïo haøm cuûa caùc haøm soá sau:

a) 

[image: image276.wmf]43

1

y2xx2x5

3

=-+-


b) 
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i) 
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Baøi 2: Tính ñaïo haøm cuûa caùc haøm soá sau:

a) 

[image: image288.wmf]24
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b) 
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c) 
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Baøi 3: Tính ñaïo haøm cuûa caùc haøm soá sau:

a) 

[image: image294.wmf]2
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b)  
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[image: image299.wmf]2

4x

y

x

+

=

 

g)  
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Baøi 4: Tính ñaïo haøm cuûa caùc haøm soá sau:

a) 

[image: image303.wmf]2
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b)  
[image: image304.wmf]yx.cosx
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c) 
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d) 
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e) 
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f) 
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h) 
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Baøi 5: Cho n laø soá nguyeân döông. Chöùng minh raèng:
a) 

[image: image314.wmf]nn1
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VAÁN ÑEÀ 3: Phöông trình tieáp tuyeán cuûa ñoà thò haøm soá y = f(x)
1.
Phöông trình tieáp tuyeán taïi ñieåm M(x0, y0) 
[image: image318.wmf](C)
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 laø:
[image: image319.wmf]000
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2.
Vieát phöông trình tieáp tuyeán vôùi (C), bieát tieáp tuyeán coù heä soá goùc k:


+ Goïi x0 laø hoaønh ñoä cuûa tieáp ñieåm. Ta coù:  
[image: image320.wmf]0

f(x)k
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 (yù nghóa hình hoïc cuûa ñaïo haøm)

 
+ Giaûi phöông trình treân tìm x0, roài tìm 
[image: image321.wmf]00

yf(x).
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+ Vieát phöông trình tieáp tuyeán theo coâng thöùc (*)

3.
Vieát phöông trình tieáp tuyeán (d) vôùi (C), bieát (d) ñi qua ñieåm A(x1, y1) cho tröôùc:


+ Goïi (x0 , y0) laø tieáp ñieåm (vôùi y0 = f(x0)).


+ Phöông trình tieáp tuyeán (d): 
[image: image322.wmf]000
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(d) qua A
[image: image323.wmf]1110010
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+ Giaûi phöông trình (1) vôùi aån laø x0, roài tìm 
[image: image324.wmf]00

yf(x)
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 vaø 
[image: image325.wmf]0
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+ Töø ñoù vieát phöông trình (d) theo coâng thöùc (*).

4.
Nhaéc laïi: Cho (():  y = ax + b. Khi ñoù:
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Baøi 1: Cho haøm soá (C):  
[image: image328.wmf]2

yf(x)x2x3.
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 Vieát phöông trình tieáp vôùi (C):


a) Taïi ñieåm coù hoaønh ñoä x0 = 1. 


b) Song song vôùi ñöôøng thaúng 4x – 2y + 5 = 0. 


c) Vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng x + 4y = 0.


d) Vuoâng goùc vôùi ñöôøng phaân giaùc thöù nhaát cuûa goùc hôïp bôûi caùc truïc toïa ñoä.
Baøi 2: Cho haøm soá 
[image: image329.wmf]2
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 (C).


a) Vieát phöông trình tieáp tuyeán cuûa (C) taïi ñieåm M(2; 4).


b) Vieát phöông trình ttieáp tuyeán cuûa (C) bieát tieáp tuyeán coù heä soá goùc k = 1.

Baøi 3: Cho haøm soá 
[image: image330.wmf]3x1

yf(x)
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  (C).


a) Vieát phöông trình tieáp tuyeán cuûa (C) taïi ñieåm A(2; –7).


b) Vieát phöông trình tieáp tuyeán cuûa (C) taïi giao ñieåm cuûa (C) vôùi truïc hoaønh.


c) Vieát phöông trình tieáp tuyeán cuûa (C) taïi giao ñieåm cuûa (C) vôùi truïc tung.


d) Vieát phöông trình tieáp tuyeán cuûa (C) bieát tieáp tuyeán song song vôùi d: 
[image: image331.wmf]1
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e) Vieát phöông trình tieáp tuyeán cuûa (C) bieát tieáp tuyeán vuoâng goùc vôùi (: 2x + 2y – 5 = 0.
Baøi 4: Cho haøm soá (C):  
[image: image332.wmf]32
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a) Vieát phöông trình tieáp tuyeán cuûa ñoà thò (C) taïi ñieåm I(1, –2). 


b) Chöùng minh raèng caùc tieáp tuyeán khaùc cuûa ñoà thò (C) khoâng ñi qua I.

Baøi 5: Cho haøm soá (C):  
[image: image333.wmf]2
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 Tìm phöông trình tieáp tuyeán vôùi (C):


a) Taïi ñieåm coù hoaønh ñoä x0 =
[image: image334.wmf]1

.
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b) Song song vôùi ñöôøng thaúng x + 2y  = 0. 

VAÁN ÑEÀ 4: Tính ñaïo haøm caáp cao
1.
Ñeå tính ñaïo haøm caáp 2, 3, 4, ... ta duøng coâng thöùc:    
[image: image335.wmf](n)n1/

y(y).
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2.
Ñeå tính ñaïo haøm caáp n:


( Tính ñaïo haøm caáp 1, 2, 3, ... töø ñoù döï ñoaùn coâng thöùc ñaïo haøm caáp n.


( Duøng phöông phaùp quy naïp toaùn hoïc ñeå chöùng minh coâng thöùc ñuùng.

Baøi 10: Cho haøm soá  
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a) Tính  
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b) Tính 
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Baøi 11: Tính ñaïo haøm cuûa caùc haøm soá ñeán caáp ñöôïc chæ ra:

a) 
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[image: image342.wmf]2

y2xx,y''

=-


e) 
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f) 
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g) 
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h) 
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Baøi 12: Cho n laø soá nguyeân döông. Chöùng minh raèng:


a) 
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Baøi 13: Tính ñaïo haøm caáp n cuûa caùc haøm soá sau:


a) 

[image: image351.wmf]1
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e) 
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[image: image356.wmf]44

ysinxcosx

=+


Baøi 14: Chöùng minh caùc heä thöùc sau vôùi caùc haøm soá ñöôïc chæ ra:


a) 
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VAÁN ÑEÀ 5: Tính giôùi haïn daïng 
[image: image361.wmf]0
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Ta söû duïng caùc coâng thöùc löôïng giaùc ñeå bieán ñoåi vaø söû duïng coâng thöùc






[image: image362.wmf]0

xx

sinu(x)

lim1

u(x)

®

=

 (vôùi 
[image: image363.wmf]0

xx

limu(x)0

®

=

)

Baøi 1: Tính caùc giôùi haïn sau:


a) 
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b) 
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d) 
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g) 
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VAÁN ÑEÀ 6: Caùc baøi toaùn khaùc
Baøi 1: Giaûi phöông trình 
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 vôùi:


a) 
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b) 
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d) 
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Baøi 2: Giaûi phöông trình 
[image: image379.wmf]f'(x)g(x)
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a) 
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d) 
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Baøi 3: Giaûi baát phöông trình 
[image: image384.wmf]f'(x)g'(x)
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Baøi 4: Xaùc ñònh m ñeå caùc baát phöông trình sau nghieäm ñuùng vôùi moïi x ( R:


a) 

[image: image388.wmf]3
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PHẦN HÌNH HỌC
CHÖÔNG III: 

VECTÔ TRONG KHOÂNG GIAN

QUAN HEÄ VUOÂNG GOÙC TRONG KHOÂNG GIAN
I. VECTÔ TRONG KHOÂNG GIAN
1. Ñònh nghóa vaø caùc pheùp toaùn 

( Ñònh nghóa, tính chaát, caùc pheùp toaùn veà vectô trong khoâng gian ñöôïc xaây döïng hoaøn toaøn töông töï nhö trong maët phaúng.


( Löu yù:


+ Qui taéc ba ñieåm: Cho ba ñieåm A, B, C baát kyø, ta coù: 
[image: image390.wmf]ABBCAC
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+ Qui taéc hình bình haønh: Cho hình bình haønh ABCD, ta coù: 
[image: image391.wmf]ABADAC
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+ Qui taéc hình hoäp: Cho hình hoäp ABCD.A(B(C(D(, ta coù: 
[image: image392.wmf]''
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+ Heâï thöùc trung ñieåm ñoaïn thaúng: Cho I laø trung ñieåm cuûa ñoaïn thaúng AB, O tuyø yù. 




Ta coù:
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+ Heä thöùc troïng taâm tam giaùc: Cho G laø troïng taâm cuûa tam giaùc ABC, O tuyø yù. Ta coù:
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+ Heä thöùc troïng taâm töù dieän: Cho G laø troïng taâm cuûa töù dieän ABCD, O tuyø yù. Ta coù:
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+ Ñieàu kieän hai vectô cuøng phöông: 
[image: image397.wmf](0)!:
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+ Ñieåm M chia ñoaïn thaúng AB theo tæ soá k (k ( 1), O tuyø yù. Ta coù:
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2. Söï ñoàng phaúng cuûa ba vectô

( Ba vectô ñöôïc goïi laø ñoàng phaúng neáu caùc giaù cuûa chuùng cuøng song song vôùi moät maët phaúng.


( Ñieàu kieän ñeå ba vectô ñoàng phaúng: Cho ba vectô 
[image: image399.wmf],,
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, trong ñoù 
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 khoâng cuøng phöông. Khi ñoù: 
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ñoàng phaúng ( (! m, n ( R: 
[image: image402.wmf]cmanb
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( Cho ba vectô 
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 khoâng ñoàng phaúng, 
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 tuyø yù. 



Khi ñoù: 
(! m, n, p ( R: 
[image: image405.wmf]xmanbpc

=++

r

rrr


3. Tích voâ höôùng cuûa hai vectô


( Goùc giöõa hai vectô trong khoâng gian: 
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( Tích voâ höôùng cuûa hai vectô trong khoâng gian: 



+ Cho 
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+ Vôùi 
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VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh moät ñaúng thöùc vectô.  

Döïa vaøo qui taéc caùc pheùp toaùn veà vectô vaø caùc heä thöùc vectô.

1. Cho töù dieän ABCD. Goïi E, F laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD, I laø trung ñieåm cuûa EF.

a) Chöùng minh: 
[image: image412.wmf]0
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b) Chöùng minh: 
[image: image413.wmf]4
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, vôùi M tuyø yù.


c) Tìm ñieåm M thuoäc maët phaúng coá ñònh (P) sao cho: 
[image: image414.wmf]MAMBMCMD
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 nhoû nhaát.
2. Chöùng minh raèng trong moät töù dieän baát kì, caùc ñoaïn thaúng noái trung ñieåm cuûa caùc caïnh ñoái ñoàng qui taïi trung ñieåm cuûa chuùng. (Ñieåm ñoàng qui ñoù ñöôïc goïi laø troïng taâm cuûa töù dieän)
3. Cho töù dieän ABCD. Goïi A(, B(, C(, D( laàn löôït laø caùc ñieåm chia caùc caïnh AB, BC, CD, DA theo tæ soá k (k ( 1). Chöùng minh raèng hai töù dieän ABCD vaø A(B(C(D( coù cuøng troïng taâm.
VAÁN ÑEÀ 2: Chöùng minh ba vectô  ñoàng phaúng.

Phaân tích moät vectô theo ba vectô khoâng ñoàng phaúng

( Ñeå chöùng minh ba vectô ñoàng phaúng, ta coù theå chöùng minh baèng moät trong caùc caùch:



+ Chöùng minh caùc giaù cuûa ba vectô cuøng song song vôùi moät maët phaúng.



+ Döïa vaøo ñieàu kieän ñeå ba vectô ñoàng phaúng: 




Neáu coù m, n ( R: 
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( Ñeå phaân tích moät vectô 
[image: image417.wmf]x
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 theo ba vectô 
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 khoâng ñoàng phaúng, ta tìm caùc soá m, n, p sao cho:  
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1. Cho tam giaùc ABC. Laáy ñieåm S naèm ngoaøi maët phaúng (ABC). Treân ñoaïn SA laáy ñieåm M sao cho 
[image: image420.wmf]2

MSMA

=-

uuuruuur

 vaø treân ñoaïn BC laáy ñieåm N sao cho 
[image: image421.wmf]1
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. Chöùng minh raèng ba vectô 
[image: image422.wmf],,
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 ñoàng phaúng.
HD: Chöùng minh 
[image: image423.wmf]21
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2. Cho hình hoäp ABCD.EFGH. Goïi M, N, I, J, K, L laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh AE, CG, AD, DH, GH, FG; P vaø Q laàn löôït laø trung ñieåm cuûa NG vaø JH.

a) Chöùng minh ba vectô 
[image: image424.wmf],,
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 ñoàng phaúng.

b) Chöùng minh ba vectô 
[image: image425.wmf],,
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 ñoàng phaúng.

HD: a) 
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 coù giaù cuøng song song vôùi (ABCD).

b) 
[image: image427.wmf],,
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 coù giaù cuøng song song vôùi (BDG).
3.  Cho hình laêng truï ABC.DEF. Goïi G, H, I, J, K laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AE, EC, CD, BC, BE.

a) Chöùng minh ba vectô 
[image: image428.wmf],,
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 ñoàng phaúng.


b) Goïi M, N laàn löôït laø hai ñieåm treân AF vaø CE sao cho 
[image: image429.wmf]1
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. Caùc ñöôøng thaúng veõ töø M vaø N song song vôùi CF laàn löôït caét DF vaø EF taïi P vaø Q. Chöùng minh ba vectô 
[image: image430.wmf],,
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 ñoàng phaúng.
4. Cho hình hoäp ABCD.A(B(C(D(. Goïi M vaø N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa CD vaø DD(; G vaø G( laàn löôït laø troïng taâm cuûa caùc töù dieän A(D(MN vaø BCC(D(. Chöùng minh raèng ñöôøng thaúng GG( vaø maët phaúng (ABB(A() song song vôùi nhau.

HD: Chöùng minh 
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 ñoàng phaúng.
5. Cho ba vectô 
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 khoâng ñoàng phaúng vaø vectô 
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a) Cho 
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 vôùi m vaø n ( 0. Chöùng minh caùc boä ba vectô sau khoâng ñoàng phaúng:



i) 
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b) Cho 
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 vôùi m, n vaø p ( 0. Chöùng minh caùc boä ba vectô sau khoâng ñoàng phaúng:
i) 
[image: image439.wmf],,
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iii) 
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HD: Söû duïng phöông phaùp phaûn chöùng.
6. Cho ba vectô 
[image: image442.wmf],,
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 khaùc 
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 vaø ba soá thöïc m, n, p ( 0. Chöùng minh raèng ba vectô 
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 ñoàng phaúng.

HD: Chöùng minh 
[image: image445.wmf]0
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7. Cho hình laêng truï tam giaùc ABC.A(B(C( coù 
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. Haõy phaân tích caùc vectô 
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 theo caùc vectô 
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HD: a) 
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8. Cho töù dieän OABC. Goïi G laø troïng taâm cuûa tam giaùc ABC.


a) Phaân tích vectô 
[image: image451.wmf]OG
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 theo caùc ba 
[image: image452.wmf],,
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b) Goïi D laø troïng taâm cuûa töù dieän OABC. Phaân tích vectô 
[image: image453.wmf]OD
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 theo ba vectô 
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HD: a) 
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b) 
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9. Cho hình hoäp OABC.DEFG. Goïi I laø taâm cuûa hình hoäp.

a) Phaân tích hai vectô 
[image: image457.wmf]OIvaøAG
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 theo ba vectô 
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b) Phaân tích vectô 
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 theo ba vectô 
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HD: a) 
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b) 
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10. Cho hình laäp phöông ABCD.EFGH.

a) Phaân tích vectô 
[image: image464.wmf]AE
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 theo ba vectô 
[image: image465.wmf],,
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b) Phaân tích vectô 
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 theo ba vectô 
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HD: a) 
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b) 
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VAÁN ÑEÀ 3: Tích voâ höôùng cuûa hai vectô trong khoâng gian  
1. Cho hình laäp phöông ABCD.A(B(C(D(.

a) Xaùc ñònh goùc giöõa caùc caëp vectô: 
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b) Tính caùc tích voâ höôùng cuûa caùc caëp vectô: 
[image: image473.wmf]''
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2. Cho hình töù dieän ABCD, trong ñoù AB ( BD. Goïi P vaø Q laø caùc ñieåm laàn löôït thuoäc caùc ñöôøng thaúng AB vaø CD sao cho 
[image: image476.wmf],
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 (k ( 1). Chöùng minh 
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II. HAI ÑÖÔØNG THAÚNG VUOÂNG GOÙC
1. Vectô chæ phöông cuûa ñöôøng thaúng: 
[image: image478.wmf]0
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 laø VTCP cuûa d neáu giaù cuûa 
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 song song hoaëc truøng vôùi d.
2. Goùc giöõa hai ñöôøng thaúng: 

( a(//a, b(//b ( 
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( Giaû söû 
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 laø VTCP cuûa a, 
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Khi ñoù: 
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( Neáu a//b hoaëc a ( b thì 
[image: image485.wmf]¶

(

)

0

,0

ab

=



Chuù yù: 
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3. Hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc:

(  a ( b ( 
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( Giaû söû 
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( Löu yù: Hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi nhau coù theå caét nhau hoaëc cheùo nhau.
VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc
Phöông phaùp: Coù theå söû duïng 1 trong caùc caùch sau:


1. Chöùng minh goùc giöõa hai ñöôøng thaúng ñoù baèng 900.

2. Chöùng minh 2 vectô chæ phöông cuûa 2 ñöôøng thaúng ñoù vuoâng goùc vôùi nhau.

3. Söû duïng caùc tính chaát cuûa hình hoïc phaúng (nhö ñònh lí Pi–ta–go, …).
1. Cho hình choùp tam giaùc S.ABC coù SA = SB = SC vaø 
[image: image491.wmf]·
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. Chöùng minh raèng SA ( BC, SB ( AC, SC ( AB.

HD: Chöùng minh 
[image: image492.wmf].
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2. Cho töù dieän ñeàu ABCD, caïnh baèng a. Goïi O laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp (BCD.

a) Chöùng minh AO vuoâng goùc vôùi CD.

b) Goïi M laø trung ñieåm cuûa CD. Tính goùc giöõa AC vaø BM.

HD:
b) 
[image: image493.wmf]·

3

cos(,)

6

ACBM

=

.
3. Cho töù dieän ABCD coù AB = CD = a, AC = BD = b, AD = BC = c.

a) CMR ñoaïn noái trung ñieåm caùc caëp caïnh ñoái dieän thì vuoâng goùc vôùi 2 caïnh ñoù.


b) Tính goùc hôïp bôûi caùc caïnh ñoái cuûa töù dieän.

HD:
b) 
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4. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy laø hình bình haønh vôùi AB = a, AD = 2a, SAB laø tam giaùc vuoâng caân taïi A, M laø ñieåm treân caïnh AD (M ( A vaø D). Maët phaúng (P) qua M song song vôùi mp(SAB) caét BC, SC, SD laàn löôït taïi N, P, Q.

a) Chöùng minh MNPQ laø hình thang vuoâng.

b) Ñaët AM = x. Tính dieän tích cuûa MNPQ theo a vaø x.
5. Cho hình hoäp ABCD.A(B(C(D( coù taát caû caùc caïnh ñeàu baèng nhau. Chöùng minh raèng AC ( B(D(, AB( ( CD(, AD( ( CB(.
III. ÑÖÔØNG THAÚNG VUOÂNG GOÙC VÔÙI MAËT PHAÚNG
1. Ñònh nghóa



d ( (P) ( d ( a, (a ( (P)

2. Ñieàu kieän ñeå ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng 
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3. Tính chaát

( Maët phaúng trung tröïc cuûa moät ñoaïn thaúng laø maët phaúng vuoâng goùc vôùi ñoaïn thaúng taïi trung ñieåm cuûa noù.


Maët phaúng trung tröïc cuûa ñoaïn thaúng laø taäp hôïp caùc ñieåm caùch ñeàu hai ñaàu muùt cuûa ñoaïn thaúng ñoù.
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4. Ñònh lí ba ñöôøng vuoâng goùc

Cho 
[image: image502.wmf](),()
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, a( laø hình chieáu cuûa a treân (P). Khi ñoù   b ( a ( b ( a(
5. Goùc giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng 

( Neáu  d ( (P) thì 
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VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng

Chöùng minh hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc 
* Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng

 Ñeå chöùng minh d (  (P), ta coù theå chöùng minh bôûi moät trong caùc caùch sau:


( Chöùng minh d vuoâng goùc vôùi hai ñöôøng thaúng a, b caét nhau naèm trong  (P).

( Chöùng minh d vuoâng goùc vôùi (Q) vaø (Q) // (P).


( Chöùng minh d // a vaø a ( (P).

* Chöùng minh hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc
Ñeå chöùng minh d (  a, ta coù theå chöùng minh bôûi moät trong caùc caùch sau:


( Chöùng minh d vuoâng goùc vôùi (P) vaø (P) chöùa a.


( Söû duïng ñònh lí ba ñöôøng vuoâng goùc.


( Söû duïng caùc caùch chöùng minh ñaõ bieát ôû phaàn tröôùc.
1. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy laø hình vuoâng taâm O. SA ( (ABCD). Goïi H, I, K laàn löôït laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa A treân SB, SC, SD.
a) CMR: BC ( (SAB), CD ( (SAD), BD ( (SAC).
b) CMR: AH, AK cuøng vuoâng goùc vôùi SC. Töø ñoù suy ra 3 ñöôøng thaúng AH, AI, AK cuøng naèm trong moät maët phaúng.
c) CMR: HK ( (SAC). Töø ñoù suy ra HK ( AI.

2. Cho töù dieän SABC coù tam giaùc ABC vuoâng taïi B; SA ( (ABC).
a) Chöùng minh: BC ( (SAB).


b) Goïi AH laø ñöôøng cao cuûa (SAB. Chöùng minh: AH ( SC.
3. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy ABCD laø hình thoi taâm O. Bieát: SA = SC, SB = SD.
a) Chöùng minh: SO ( (ABCD).

b) Goïi I, J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh BA, BC. CMR: IJ ( (SBD).
4. Cho töù dieän ABCD coù ABC vaø DBC laø 2 tam giaùc ñeàu. Goïi I laø trung ñieåm cuûa BC.
a) Chöùng minh: BC ( (AID).
b) Veõ ñöôøng cao AH cuûa (AID. Chöùng minh: AH ( (BCD).

5. Cho töù dieän OABC coù OA, OB, OC ñoâi moät vuoâng goùc vôùi nhau. Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñieåm O treân mp(ABC). Chöùng minh raèng:
a) BC ( (OAH).
b) H laø tröïc taâm cuûa tam giaùc ABC.
c) 
[image: image508.wmf]2222

1111

OHOAOBOC

=++

.

d) Caùc goùc cuûa tam giaùc ABC ñeàu nhoïn.

6. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy laø hình vuoâng caïnh a. Maët beân SAB laø tam giaùc ñeàu; SAD laø tam giaùc vuoâng caân ñænh S. Goïi I, J laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø CD.
a) Tính caùc caïnh cuûa (SIJ vaø chöùng minh raèng SI ( (SCD), SJ ( (SAB).
b) Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa S treân IJ. CMR: SH ( AC.
c) Goïi M laø moät ñieåm thuoäc ñöôøng thaúng CD sao cho: BM ( SA. Tính AM theo a.
HD:
a) a, 
[image: image509.wmf]3
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c) 
[image: image510.wmf]5
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7. Cho hình choùp SABCD coù ñaùy laø hình vuoâng caïnh a, maët beân SAB laø tam giaùc ñeàu vaø SC = a
[image: image511.wmf]2

. Goïi H vaø K laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh AB vaø AD.
a) CMR: SH ( (ABCD).
b) Chöùng minh: AC ( SK vaø CK ( SD.

8. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy laø hình chöõ nhaät coù AB = a, BC = a
[image: image512.wmf]3

, maët beân SBC vuoâng taïi B, maët beân SCD vuoâng taïi D coù SD = a
[image: image513.wmf]5

.
a) Chöùng minh: SA ( (ABCD) vaø tính SA.
b) Ñöôøng thaúng qua A vaø vuoâng goùc vôùi AC, caét caùc ñöôøng thaúng CB, CD laàn löôït taïi I, J. Goïi H laø hình chieáu cuûa A treân SC. Haõy xaùc ñònh caùc giao ñieåm K, L cuûa SB, SD vôùi mp(HIJ). CMR: AK ( (SBC), AL ( (SCD).
c) Tính dieän tích töù giaùc AKHL.
HD:
a) a
[image: image514.wmf]2

.


c) 
[image: image515.wmf]2
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9. Goïi I laø 1 ñieåm baát kì ôû trong ñöôøng troøn (O;R). CD laø daây cung cuûa (O) qua I. Treân ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng chöùa ñöôøng troøn (O) taïi I ta laáy ñieåm S vôùi OS = R. Goïi E laø ñieåm ñoái taâm cuûa D treân ñöôøng troøn (O). Chöùng minh raèng:
a) Tam giaùc SDE vuoâng taïi S.
b) SD ( CE.
c) Tam giaùc SCD vuoâng.

10. Cho (MAB vuoâng taïi M ôû trong maët phaúng (P). Treân ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi (P) taïi A ta laáy 2 ñieåm C, D ôû hai beân ñieåm A. Goïi C( laø hình chieáu cuûa C treân MD, H laø giao ñieåm cuûa AM vaø CC(.
a) Chöùng minh: CC( ( (MBD).
b) Goïi K laø hình chieáu cuûa H treân AB. CMR: K laø tröïc taâm cuûa (BCD.

11. Cho hình töù dieän ABCD.

a) Chöùng minh raèng: AB ( CD ( AC2 – AD2 = BC2 – BD2.

b) Töø ñoù suy ra neáu moät töù dieän coù 2 caëp caïnh ñoái vuoâng goùc vôùi nhau thì caëp caïnh ñoái coøn laïi cuõng vuoâng goùc vôùi nhau.

VAÁN ÑEÀ 2: Tìm thieát dieän qua moät ñieåm vaø vuoâng goùc vôùi moät ñöôøng thaúng   
Phöông phaùp: Tìm 2 ñöôøng thaúng caét nhau cuøng vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng ñaõ cho, khi ñoù maët phaúng caét seõ song song (hoaëc chöùa) vôùi 2 ñöôøng thaúng aáy.
1. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy laø hình thang vuoâng taïi A vaø B vôùi AB = BC = a, AD = 2a; SA ( (ABCD) vaø SA = 2a. Goïi M laø 1 ñieåm treân caïnh AB. Maët phaúng (P) qua M vaø vuoâng goùc vôùi AB. Ñaët AM = x (0 < x < a).

a) Tìm thieát dieän cuûa hình choùp vôùi (P). Thieát dieän laø hình gì?

b) Tính dieän tích thieát dieän theo a vaø x.

HD:
a) Hình thang vuoâng

b) S = 2a(a – x).
2. Cho töù dieän SABC, coù ñaùy laø tam giaùc ñeàu caïnh a; SA ( (ABC) vaø SA = 2a. Maët phaúng (P) qua B vaø vuoâng goùc vôùi SC. Tìm thieát dieän cuûa töù dieän vôùi (P) vaø tính dieän tích cuûa thieát dieän naøy.

HD:
S = 
[image: image516.wmf]2
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3. Cho töù dieän SABC vôùi ABC laø tam giaùc vuoâng caân ñænh B, AB = a. SA ( (ABC) vaø SA = a
[image: image517.wmf]3

. M laø 1 ñieåm tuyø yù treân caïnh AB, ñaët AM = x (0 < x < a). Goïi (P) laø maët phaúng qua M vaø vuoâng goùc vôùi AB.

a) Tìm thieát dieän cuûa töù dieän vôùi (P).

b) Tính dieän tích cuûa thieát dieän ñoù theo a vaø x. Tìm x ñeå dieän tích thieát dieän coù giaù trò lôùn nhaát.

HD:
b) S = 
[image: image518.wmf]3

x(a – x); S lôùn nhaát khi x = 
[image: image519.wmf]2

a

.
4. Cho hình töù dieän SABC vôùi ABC laø tam giaùc ñeàu caïnh a, SA ( (ABC) vaø SA = a. Tìm thieát dieän cuûa töù dieän vôùi maët phaúng (P) vaø tính dieän tích thieát dieän trong caùc tröôøng hôïp sau:

a) (P) qua S vaø vuoâng goùc vôùi BC.

b) (P) qua A vaø vuoâng goùc vôùi trung tuyeán SI cuûa tam giaùc SBC.


c) (P) qua trung ñieåm M cuûa SC vaø vuoâng goùc vôùi AB.

HD:
a) 
[image: image520.wmf]2
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b) 
[image: image521.wmf]2
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c) 
[image: image522.wmf]2
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5. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy laø hình vuoâng caïnh a, SA ( (ABCD) vaø SA = a
[image: image523.wmf]2

. Veõ ñöôøng cao AH cuûa tam giaùc SAB.

a) CMR: 
[image: image524.wmf]2
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SB
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b) Goïi (P) laø maët phaúng qua A vaø vuoâng goùc vôùi SB. (P) caét hình choùp theo thieát dieän laø hình gì? Tính dieän tích thieát dieän.


HD:
b) S = 
[image: image525.wmf]2
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VAÁN ÑEÀ 3:  Goùc giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng
Phöông phaùp: Xaùc ñònh goùc giöõa ñöôøng thaúng a vaø maët phaúng (P). 


( Tìm giao ñieåm O cuûa a vôùi (P).


( Chon ñieåm A ( a vaø döïng AH ( (P). Khi ñoù 
[image: image526.wmf]·
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1. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh a, taâm O; SO ( (ABCD). Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh SA vaø BC. Bieát 
[image: image527.wmf]·
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a) Tính MN vaø SO.


b) Tính goùc giöõa MN vaø (SBD).


HD:
a) MN = 
[image: image528.wmf]10
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; SO = 
[image: image529.wmf]30
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b) sin
[image: image530.wmf]·
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2. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh a; SA ( (ABCD) vaø SA = a
[image: image531.wmf]6

. Tính goùc giöõa:


a) SC vaø (ABCD)
b) SC vaø (SAB)   c) SB vaø (SAC)
d) AC vaø (SBC)


HD:
a) 6000000008776540

b) arctan
[image: image532.wmf]1
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c) arcsin
[image: image533.wmf]1
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d) arcsin
[image: image534.wmf]21

7
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3. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy ABCD laø hình chöõ nhaät; SA ( (ABCD). Caïnh SC = a hôïp vôùi ñaùy goùc ( vaø hôïp vôùi maët beân SAB goùc (.


a) Tính SA.


b) CMR: AB = a
[image: image535.wmf]cos().cos()
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.


HD:
a) a.sin(
4. Cho hình choùp SABC, coù ABC laø tam giaùc caân, AB = AC = a, 
[image: image536.wmf]·
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. Bieát SA, SB, SC ñeàu hôïp vôùi maët phaúng (ABC) goùc (.


a) CMR: hình chieáu cuûa S treân mp(ABC) laø taâm cuûa ñöôøng troøn ngoaïi tieáp (ABC.


b) Tính khoaûng caùch töø S ñeán mp(ABC).


HD:
b) 
[image: image537.wmf].sin
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a
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5. Cho laêng truï ABC.A(B(C(, coù ñaùy laø tam giaùc ñeàu caïnh a, AA( ( (ABC). Ñöôøng cheùo BC( cuûa maët beân BCC(B( hôïp vôùi (ABB(A() goùc 300.


a) Tính AA(.


b) Tính khoaûng caùch töø trung ñieåm M cuûa AC ñeán (BA(C().


c) Goïi N laø trung ñieåm cuûa caïnh BB(. Tính goùc giöõa MN vaø (BA(C().


HD:
a) a
[image: image538.wmf]2
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b) 
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c) arcsin
[image: image540.wmf]54
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6. Cho laêng truï ABC.A(B(C(, coù ñaùy ABC laø tam giaùc vuoâng caân taïi A; AA( ( (ABC). Ñoaïn noái trung ñieåm M cuûa AB vaø trung ñieåm N cuûa B(C( coù ñoä daøi baèng a, MN hôïp vôùi ñaùy goùc ( vaø maët beân BCC(B( goùc (.


a) Tính caùc caïnh ñaùy vaø caïnh beân cuûa laêng truï theo a vaø (.


b) Chöùng minh raèng:  cos( = 
[image: image541.wmf]2

sin(.


HD:
a) AB = AC = 2a.cos(; BC = 2a
[image: image542.wmf]2

cos(;
AA( = a.sin(.

IV. HAI MAËT PHAÚNG VUOÂNG GOÙC
1. Goùc giöõa hai maët phaúng 


( 
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( Giaû söû (P) ( (Q) = c. Töø I ( c, döïng 
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Chuù yù: 
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2. Dieän tích hình chieáu cuûa moät ña giaùc

Goïi S laø dieän tích cuûa ña giaùc (H) trong (P), S( laø dieän tích cuûa hình chieáu (H() cuûa (H) treân (Q), ( = 
[image: image547.wmf]·
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. Khi ñoù:
S( = S.cos(
3. Hai maët phaúng vuoâng goùc

(  (P) ( (Q) ( 
[image: image548.wmf]·
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( Ñieàu kieän ñeå hai maët phaúng vuoâng goùc vôùi nhau: 
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4. Tính chaát

( 
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VAÁN ÑEÀ 1: Goùc giöõa hai maët phaúng  
Phöông phaùp: Muoán tìm goùc giöõa hai maët phaúng (P) vaø (Q) ta coù theå söû duïng moät trong caùc caùch sau:


( Tìm hai ñöôøng thaúng a, b: a ( (P), b ( (Q). Khi ñoù: 
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( Giaû söû (P) ( (Q) = c. Töø I ( c, döïng 
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1. Cho hình choùp SABC, coù ñaùy ABC laø tam giaùc vuoâng caân vôùi BA = BC = a; SA ( (ABC) vaø SA = a. Goïi E, F laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh AB vaø AC.

a) Tính goùc giöõa hai maët phaúng (SAC) vaø (SBC).

b) Tính goùc giöõa 2 maët phaúng (SEF) vaø (SBC).


HD:
a) 
[image: image556.wmf]·
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b) cos
[image: image557.wmf]·
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2. Cho hình vuoâng ABCD caïnh a, taâm O; SA ( (ABCD). Tính SA theo a ñeå soá ño cuûa goùc giöõa hai maët phaúng (SCB) vaø (SCD) baèng 600.

HD:
SA = a.
3. Cho hình choùp SABCD, coù ñaùy ABCD laø nöûa luïc giaùc ñeàu noäi tieáp ñöôøng troøn ñöôøng kính AB = 2a; SA ( (ABCD) vaø SA = a
[image: image558.wmf]3

.

a) Tính goùc giöõa 2 maët phaúng (SAD) vaø (SBC).

b) Tính goùc giöõa 2 maët phaúng (SBC) vaø (SCD).

HD:
a) tan
[image: image559.wmf]·
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b) cos
[image: image560.wmf]·

10

((),())

5

SBCSCD

=

.
4. Cho hình vuoâng ABCD caïnh a, SA ( (ABCD) vaø SA = a
[image: image561.wmf]3

. Tính goùc giöõa caùc caëp maët phaúng sau:

a) (SBC) vaø (ABC)
b) (SBD) vaø (ABD)

c) (SAB) vaø (SCD)

HD:

a) 600

b) arctan
[image: image562.wmf]6



c) 300.
5. Cho hình thoi ABCD caïnh a, taâm O, OB = 
[image: image563.wmf]3
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; SA ( (ABCD) vaø SO = 
[image: image564.wmf]6
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.

a) Chöùng minh 
[image: image565.wmf]·

ASC

 vuoâng.

b) Chöùng minh hai maët phaúng (SAB) vaø (SAD) vuoâng goùc.

c) Tính goùc giöõa hai maët phaúng (SBC) vaø (ABC).

HD: 
c) 600.
6. Cho hình choùp SABCD coù SA ( (ABCD) vaø SA = a
[image: image566.wmf]2

, ñaùy ABCD laø hình thang vuoâng taïi A vaø D vôùi AB = 2a, AD = DC = a. Tính goùc giöõa caùc caëp maët phaúng:

a) (SBC) vaø (ABC)
b) (SAB) vaø (SBC)

c) (SBC) vaø (SCD)



HD:
a) 450

b) 600

c) arccos
[image: image567.wmf]6
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VAÁN ÑEÀ 2:  Chöùng minh hai maët phaúng vuoâng goùc.

Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng.
* Chöùng minh hai maët phaúng vuoâng goùc
 Ñeå chöùng minh  (P) ( (Q), ta coù theå chöùng minh bôûi moät trong caùc caùch sau:


( Chöùng minh trong (P) coù moät ñöôøng thaúng a maø a ( (Q).


( Chöùng minh 
[image: image568.wmf]·
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* Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng 
Ñeå chöùng minh d (  (P), ta coù theå chöùng minh bôûi moät trong caùc caùch sau:


( Chöùng minh d ( (Q) vôùi (Q) ( (P) vaø d vuoâng goùc vôùi giao tuyeán c cuûa (P) vaø (Q).


( Chöùng minh d = (Q) ( (R) vôùi (Q) ( (P) vaø (R) ( (P).


( Söû duïng caùc caùch chöùng minh ñaõ bieát ôû phaàn tröôùc.
1. Cho tam giaùc ñeàu ABC, caïnh a. Goïi D laø ñieåm ñoái xöùng vôùi A qua BC. Treân ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôi mp(ABC) taïi D laáy ñieåm S sao cho SD = a
[image: image569.wmf]6

. Chöùng minh hai maët phaúng (SAB) vaø (SAC) vuoâng goùc vôùi nhau.
2. Cho hình töù dieän ABCD coù hai maët ABC vaø ABD cuøng vuoâng goùc vôùi ñaùy DBC. Veõ caùc ñöôøng cao BE, DF cuûa (BCD, ñöôøng cao DK cuûa (ACD.

a) Chöùng minh: AB ( (BCD).

b) Chöùng minh 2 maët phaúng (ABE) vaø (DFK) cuøng vuoâng goùc vôùi mp(ADC).


c) Goïi O vaø H laàn löôït laø tröïc taâm cuûa 2 tam giaùc BCD vaø ADC. CMR:  OH ( (ADC).
3. Cho hình choùp SABCD, ñaùy ABCD laø hình vuoâng, SA ( (ABCD).

a) Chöùng minh (SAC) ( (SBD).

b) Tính goùc giöõa hai maët phaúng (SAD) vaø (SCD).

c) Goïi BE, DF laø hai ñöôøng cao cuûa (SBD. CMR: (ACF) ( (SBC), (AEF) ( (SAC).


HD:
b) 900.
4. Cho hình choùp SABCD coù ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh a, SA ( (ABCD). Goïi M, N laø 2 ñieåm laàn löôït ôû treân 2 caïnh BC, DC sao cho BM = 
[image: image570.wmf]2
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, DN = 
[image: image571.wmf]3
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a

. Chöùng minh 2 maët phaúng (SAM) vaø (SMN) vuoâng goùc vôùi nhau.
5. Cho tam giaùc ABC vuoâng taïi A. Veõ BB( vaø CC( cuøng vuoâng goùc vôùi mp(ABC).

a) Chöùng minh (ABB() ( (ACC().

b) Goïi AH, AK laø caùc ñöôøng cao cuûa (ABC vaø (AB(C(. Chöùng minh 2 maët phaúng (BCC(B() vaø (AB(C() cuøng vuoâng goùc vôùi maët phaúng (AHK).
6. Cho hình choùp SABCD, ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh a, maët beân SAB laø tam giaùc ñeàu vaø vuoâng goùc vôùi ñaùy. Goïi I laø trung ñieåm cuûa AB.

a) Chöùng minh raèng SI ( (ABCD), AD ( (SAB).

b) Tính goùc giöõa BD vaø mp(SAD).

c) Tính goùc giöõa SD vaø mp(SCI).

HD:
b) arcsin
[image: image572.wmf]6

4



c) arcsin
[image: image573.wmf]10

5


7. Cho tam giaùc ABC vuoâng taïi A coù AB = c, AC = b. Goïi (P) laø maët phaúng qua BC vaø vuoâng goùc vôùi mp(ABC); S laø 1 ñieåm di ñoäng treân (P) sao cho SABC laø hình choùp coù 2 maët beân SAB, SAC hôïp vôùi ñaùy ABC hai goùc coù soá ño laàn löôït laø ( vaø 
[image: image574.wmf]2

-

p

a

. Goïi H, I, J laàn löôït laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa S treân BC, AB, AC..


a) Chöùng minh raèng: SH2 = HI.HJ.

b) Tìm giaù trò lôùn nhaát cuûa SH vaø khi ñoù haõy tìm giaù trò cuûa (.

HD:
b) SHmax = 
[image: image575.wmf]1

;arctan

2

c

bc

b

=

a


8. Cho hình töù dieän ABCD coù AB = BC = a, AC = b, DB = DC = x, AD = y. Tìm heä thöùc lieân heä giöõa a, b, x, y ñeå:

a) Maët phaúng (ABC) ( (BCD).

b) Maët phaúng (ABC) ( (ACD).


HD:
a) x2 – y2 + 
[image: image576.wmf]2

2

b

= 0
b) x2 – y2 + b2 – 2a2 = 0
9. Cho hình choùp SABCD, ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh a, SA ( (ABCD) ; M vaø N laø hai ñieåm naèm treân caùc caïnh BC, CD. Ñaët BM = x, DN = y.
a) Chöùng minh raèng ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå hai maët phaúng (SAM) vaø (SMN) vuoâng goùc vôùi nhau laø MN ( (SAM). Töø ñoù suy ra heä thöùc lieân heä giöõa x vaø y.

b) Chöùng minh raèng ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå goùc giöõa hai maët phaúng (SAM) vaø (SAN) coù soá ño baèng 300 laø a(x + y) + 
[image: image577.wmf]3

xy = a2
[image: image578.wmf]3

.







HD:
a) a2 – a(x + y) + x2 = 0
10.  Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình thoi taâm I caïnh a vaø coù goùc A baèng 600, caïnh SC = 
[image: image579.wmf]6

2

a

 vaø SC ( (ABCD).
a) Chöùng minh (SBD) ( (SAC).

b) Trong tam giaùc SCA keû IK ( SA taïi K. Tính ñoä daøi IK.

c) Chöùng minh 
[image: image580.wmf]·

0

90

BKD

=

 vaø töø ñoù suy ra (SAB) ( (SAD).

HD: 
b) 
[image: image581.wmf]2

a

IK

=

.
VAÁN ÑEÀ 3:  Tính dieän tích hình chieáu cuûa ña giaùc
Phöông phaùp: Goïi S laø dieän tích cuûa ña giaùc (H) trong (P), S( laø dieän tích cuûa hình chieáu (H() cuûa (H) treân (Q), ( = 
[image: image582.wmf]·

(

)

(),()

PQ

. Khi ñoù:
S( = S.cos(
1. Cho hình thoi ABCD coù ñænh A ôû trong maët phaúng (P), caùc ñænh khaùc khoâng ôû trong (P), BD = a, AC = a
[image: image583.wmf]2

. Chieáu vuoâng goùc hình thoi leân maët phaúng (P) ta ñöôïc hình vuoâng AB(C(D(.

a) Tính dieän tích cuûa ABCD vaø AB(C(D(. Suy ra goùc giöõa (ABCD) vaø (P).

b) Goïi E vaø F laàn löôït laø giao ñieåm cuûa CB, CD vôùi (P). Tính dieän tích cuûa töù giaùc EFDB vaø EFD(B(.

HD:
a) 450

b) SEFDB = 
[image: image584.wmf]2

32

4

a

; SEFD(B( = 
[image: image585.wmf]2

3

4

a


2. Cho tam giaùc caân ABC coù ñöôøng cao AH = a
[image: image586.wmf]3

, ñaùy BC = 3a; BC ( (P). Goïi A( laø hình chieáu cuûa A treân (P). Khi (A(BC vuoâng taïi A(, tính goùc giöõa (P) vaø (ABC).

HD:
300
3. Cho tam giaùc ñeàu ABC caïnh a, naèm trong maët phaúng (P). Treân caùc ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi (P) veõ töø B vaø C laáy caùc ñoaïn BD = 
[image: image587.wmf]2

2

a

, CE = a
[image: image588.wmf]2

 naèm cuøng moät beân ñoái vôùi (P).

a) Chöùng minh tam giaùc ADE vuoâng. Tính dieän tích cuûa tam giaùc ADE.

b) Tính goùc giöõa hai maët phaúng (ADE) vaø (P).


HD:
a) 
[image: image589.wmf]2

3

4

a



b) arccos
[image: image590.wmf]3

3


4. Cho hình choùp SABC coù caùc maët beân hôïp vôùi ñaùy moät goùc (.

a) Chöùng minh hình chieáu cuûa S treân mp(ABC) laø taâm cuûa ñöôøng troøn noäi tieáp (ABC.

b) Chöùng minh:
S(SAB + S(SBC + S(SCA = 
[image: image591.wmf]cos

ABC

S

V

j


5. Cho töù dieän SABC coù SA, SB, SC ñoâi moät vuoâng goùc. Goïi H laø tröïc taâm cuûa (ABC. Chöùng minh raèng:

a) SH ( (ABC).

b) (SSBC)2 = SABC.SHBC. Töø ñoù suy ra: (SABC)2 = (SSAB)2 + (SSBC)2 +(SSCA)2.
6. Trong maët phaúng (P) cho (OAB vuoâng taïi O, AB = 2a, OB = a. Treân caùc tia vuoâng goùc vôùi (P) veõ töø A vaø B vaø ôû veà cuøng moät beân ñoái vôùi (P), laáy AA( = a, BB( = x.

a) Ñònh x ñeå tam giaùc OA(B( vuoâng taïi O.

b) Tính A(B(, OA(, OB( theo a vaø x. Chöùng toû tam giaùc OA(B( khoâng theå vuoâng taïi B(. Ñònh x ñeå tam giaùc naøy vuoâng taïi A(.

c) Cho x = 4a. Veõ ñöôøng cao OC cuûa (OAB. Chöùng minh raèng CA( ( A(B(. Tính goùc giöõa hai maët phaúng (OA(B() vaø (P).

HD:
a) x = 0

b) x = 4a
c) arccos
[image: image592.wmf]39

26


IV. KHOAÛNG CAÙCH
1. Khoaûng caùch töø moät ñieåm ñeán moät ñöôøng thaúng, ñeán moät maët phaúng 

 

[image: image593.wmf](,)

(,())

dMaMH

dMPMH

=

=


trong ñoù H laø hình chieáu cuûa M treân a hoaëc (P). 
2. Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng song song, giöõa hai maët phaúng song song



d(a,(P)) = d(M,(P))
trong ñoù M laø ñieåm baát kì naèm treân a.



d((P),(Q) = d(M,(Q))
trong ñoù M laø ñieåm baát kì naèm treân (P).
3. Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau


( Ñöôøng thaúng ( caét caû a, b vaø cuøng vuoâng goùc vôùi a, b ñöôïc goïi laø ñöôøng vuoâng goùc 
chung cuûa a, b.


( Neáu ( caét a, b taïi I, J thì IJ ñöôïc goïi laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa a, b.


( Ñoä daøi ñoaïn IJ ñöôïc goïi laø khoaûng caùch giöõa a, b.


( Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau baèng khoaûng caùch giöõa moät trong hai 
ñöôøng thaúng ñoù vôùi maët phaúng chöùa ñöôøng thaúng kia vaø song song vôùi noù.


( Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau baèng khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng 
song song laàn löôït chöùa hai ñöôøng thaúng ñoù.
VAÁN ÑEÀ 1:  Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau 
Phöông phaùp: Döïng ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau a vaø b.


Caùch 1: Giaû söû a ( b:



( Döïng maët phaúng (P) chöùa b vaø vuoâng goùc vôùi a taïi A.



( Döïng AB ( b taïi B



( AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa a vaø b.


Caùch 2: Söû duïng maët phaúng song song.



( Döïng maët phaúng (P) chöùa b vaø song song vôùi a.



( Choïn M ( a, döïng MH ( (P) taïi H.



( Töø H döïng ñöôøng thaúng a( // a, caét b taïi B.



( Töø B döïng ñöôøng thaúng song song MH, caét a taïi A.



( AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa a vaø b.



Chuù yù: d(a,b) = AB = MH = a(a,(P)).


Caùch 3: Söû duïng maët phaúng vuoâng goùc.



( Döïng maët phaúng (P) ( a taïi O.



( Döïng hình chieáu b( cuûa b treân (P).



( Döïng OH ( b( taïi H.



( Töø H, döïng ñöôøng thaúng song song vôùi a, caét b taïi B.



( Töø B, döïng ñöôøng thaúng song song vôùi OH, caét a taïi A.



( AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa a vaø b.


Chuù yù: d(a,b) = AB = OH.

1. Cho hình töù dieän OABC, trong ñoù OA, OB, OC = a. Goïi I laø trung ñieåm cuûa BC. Haõy döïng vaø tính ñoä daøi ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa caùc caëp ñöôøng thaúng:

a) OA vaø BC.

b) AI vaø OC.

HD:
 a) 
[image: image594.wmf]2

2

a



b) 
[image: image595.wmf]5

5

a


2. Cho hình choùp SABCD, ñaùy ABCD laø hình vuoâng taâm O, caïnh a, SA ( (ABCD) vaø SA = a. Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng:

a) SC vaø BD.

b) AC vaø SD.

HD: 
a) 
[image: image596.wmf]6

6

a



b) 
[image: image597.wmf]3

3

a

 

3. Cho töù dieän SABC coù SA ( (ABC). Goïi H, K laàn löôït laø tröïc taâm cuûa caùc tam giaùc ABC vaø SBC.

a) Chöùng minh ba ñöôøng thaúng AH, SK, Bc ñoàng qui.


b) Chöùng minh SC ( (BHK), HK ( (SBC).


c) Xaùc ñònh ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa BC vaø SA.


HD: c) Goïi E = AH ( BC. Ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa BC vaø SA laø AE.
4. a) Cho töù dieän ABCD. Chöùng minh raèng neáu AC = BD, AD = BC thì döôøng vuoâng goùc chung cuûa AB vaø CD laø ñöôøng noái caùc trung ñieåm I, K cuûa hai caïnh AB vaø CD .
b) Chöùng minh raèng neáu ñöôøng thaúng noái caùc trung ñieåm I, K cuûa hai caïnh AB vaø CD cuûa töù dieän ABCD laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa AB vaø CD thì AC = BD, AD = BC.

HD: b) Giaû söû BC = a, AD = a(, AC = b, BD = b(. Chöùng minh a = a(, b = b(. 

5. Cho hình vuoâng ABCD caïnh baèng a, I laø trung ñieåm cuûa AB. Döïng IS ( (ABCD) vaø IS = 
[image: image598.wmf]3

2

a

. Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh BC, SD, SB. Haõy döïng vaø tính ñoä daøi ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa caùc caëp ñöôøng thaúng:
a)  NP vaø AC

b) MN vaø AP.

HD: 
a) 
[image: image599.wmf]3

4

a


b) 
[image: image600.wmf]2

a


VAÁN ÑEÀ 2:  Tính khoaûng caùch töø moät ñieåm ñeán ñöôøng thaúng, maët phaúng.

Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng song song.
Khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng song song


Ñeå tính khoaûng caùch töø moät ñieåm ñeán ñöôøng thaúng (maët phaúng) ta caàn xaùc ñònh ñoaïn vuoâng goùc veõ töø ñieåm ñoù ñeán ñöôøng thaúng (maët phaúng).

1. Cho hình choùp SABCD, coù SA ( (ABCD) vaø SA = a
[image: image601.wmf]6

, ñaùy ABCD laø nöûa luïc giaùc ñeàu noäi tieáp trong ñöôøng troøn ñöôøng kinh AD = 2a.

a) Tính caùc khoaûng caùch töø A vaø B ñeán maët phaúng (SCD).

b) Tính khoaûng caùch töø ñöôøng thaúng AD ñeán maët phaúng (SBC).


c) Tính dieän tích cuûa thieát dieän cuûa hình choùp SABCD vôùi maët phaúng (P) song song vôùi mp(SAD) vaø caùch (SAD) moät khoaûng baèng 
[image: image602.wmf]3

4

a

.


HD: a) d(A,(SCD)) = a
[image: image603.wmf]2

;
d(B,(SCD)) = 
[image: image604.wmf]2

2

a



b) 
[image: image605.wmf]6

3

a


c) 
[image: image606.wmf]2

6

2

a


2. Cho hình laêng truï ABC.A(B(C( coù AA( ( (ABC) vaø AA( = a, ñaùy ABC laø tam giaùc vuoâng taïi A coù BC = 2a, AB = a
[image: image607.wmf]3

.

a) Tính khoaûng caùch töø AA( ñeán maët phaúng (BCC(B().


b) Tính khoaûng caùch töø A ñeán (A(BC).


c) Chöùng minh raèng AB ( (ACC(A() vaø tính khoaûng caùch töø A( ñeán maët phaúng (ABC().


HD: 
a) 
[image: image608.wmf]3

2

a


b) 
[image: image609.wmf]21

7

a


c) 
[image: image610.wmf]2

2

a


3. Cho hình choùp SABCD coù ñaùy ABCD laø hình vuoâng caïnh a, SA ( (ABCD) vaø SA = 2a.

a) Tính khoaûng caùch töø A ñeán mp(SBC), töø C ñeán mp(SBD).


b) M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø AD. Chöùng minh raèng MN song song vôùi (SBD) vaø tính khoaûng caùch töø MN ñeán (SBD).


c) Maët phaúng (P) qua BC caét caùc caïnh SA, SD theo thöù töï taïi E, F. Cho bieát AD caùch (P) moät khoaûng laø 
[image: image611.wmf]2

2

a

, tính khoaûng caùch töø S ñeán maët phaúng (P) vaø dieän tích töù giaùc BCFE.


HD: 
a) 
[image: image612.wmf]2

a

; 
[image: image613.wmf]2

2

a



b) 
[image: image614.wmf]6

3

a


c) 
[image: image615.wmf]2

6

2

a


4. Cho hai tia cheùo nhau Ax, By hôïp vôùi nhau goùc 600, nhaän AB = a laøm ñoaïn vuoâng goùc chung. Treân By laáy ñieåm C vôùi BC = a. Goïi D laø hình chieáu cuûa C treân Ax.
a) Tính AD vaø khoaûng caùch töø C ñeán mp(ABD).

b) Tính khoaûng caùch giöõa AC vaø BD.

HD: 
a) AD = 
[image: image616.wmf]2

a

;
d(C,(ABD)) = 
[image: image617.wmf]3

2

a



b) 
[image: image618.wmf]93

31

a


5. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình thoi caïnh a vaø 
[image: image619.wmf]·

0

60

BAD

=

. Goïi O laø giao ñieåm cuûa AC vaø BD. Ñöôøng thaúng SO ( (ABCD) vaø SO = 
[image: image620.wmf]3

4

a

. Goïi E laø trung ñieåm cuûa BC, F laø trung ñieåm cuûa BE.
a) Chöùng minh (SOF) ( (SBC).

b) Tính caùc khoaûng caùch töø O vaø A ñeán (SBC).
HD:
b) d(O,(SBC)) = 
[image: image621.wmf]3

8

a

, d(A,(SBC)) = 
[image: image622.wmf]3

4

a

.

[image: image623.wmf]













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































CHÖÔNG V


ñaïo haøm 





CHÖÔNG IV


GIÔÙI HAÏN
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